
 

2
三角函數

2­1　弧度量
主題 1 弧度量的定義、度度量與弧度量的換算

配合課本 P.58～P.64

1� 弧度的定義

設圓的半徑為 r，圓上長度為 s的弧，其圓心角的弧度 q為弧長

s與半徑 r的比值，即 q = s
r
（弳）。

圓周長為 2pr，其所對的圓心角等於 2pr
r = 2p弳；半圓

的弧長為 pr，所以半圓所對的圓心角等於 pr
r = p弳。

特別地，長度為 r的弧，其所對的圓心角等於 r
r = 1弳，又稱為 1弧度。

註 1：������������������������ 2p�������

���������� p���� 1
4
������������ p

2
���

���
註 2：����������������������������������

2� 度度量與弧度量的換算

1�� 1° = p
180

弳；x° = p
180

x弳。

2�� 1弳 = ( 180p )° » 57.2958° » 57.3°；x弳 = ( 180p x)°。

註：�������������� s��� r����� s
r �������

������������������������� q1 =
p
6
�

�� q1 =
p
6
��q2 = 1��� q2 = 1����������������

��������������� p = 180°����� p� = 180°����

����� 90°�� p
2
�180°�� p�360°�� 2p�
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3� 三角比的定義

設 q是一個標準位置角，在 q的終邊上任取一個異於原點的點

P(x, y)，令 r =OP
�

= x2 + y2，定義

1�� q的正弦 sin q =
y
r
。

2�� q的餘弦 cos q = x
r
。

3�� q的正切 tan q =
y
x , x ¹ 0。

4� 計算機的「Rad」鍵

1�� 計算機中的「Deg」鍵代表以「度」作為單位；「Rad」鍵則表示以「弳」作為
單位。

2�� 以 sin 5.2的求值為例：
步驟 1：確認計算機在 Rad模式。
步驟 2：依序鍵入 sin® 5® .® 2® =。
此時，便可計算出 sin 5.2 » -0.88345，如圖一所示。

3�� 以 cos(2.7p)的求值為例：
步驟 1：確認計算機在 Rad模式。
步驟 2：依序鍵入 cos® 2® .® 7® p® =。
此時，便可計算出 cos(2.7p) » -0.587785，如圖二所示。

圖一 　 圖二

https://xyz88.com
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利用弳表示圓心角
　

● ●1
設一圓的圓心為 O，半徑為 r，

1�� 若弧 PQ的長度為 pr
3
，則圓心角 ÐPOQ

為多少弳？

2�� 若弧 AB的長度為 r
3
，則圓心角 ÐAOB

為多少弳？

1�� 所求 =

pr
3
r = p

3
（弳）

2�� 所求 =

r
3
r = 1

3
（弳）

設一圓的圓心為 O，半徑為 2r，

1�� 若弧 PQ 的長度為 2pr
3
，則圓心角

ÐPOQ為多少弳？

2�� 若弧 AB的長度為 2r
3
，則圓心角 ÐAOB

為多少弳？

1�� 所求 =

2pr
3
2r

= p
3
（弳）

2�� 所求 =

2r
3
2r

= 1
3
（弳）

度與弳的換算
配合課本例題 1

● ●2
1�� 試將 0°, 30°與 75°用弧度量表示。

2�� 試將 p
12
弳、p

5
弳與 2弳用度度量表示。

1�� ∵p弳 = 180°，∴1° = p
180

弳

0° = p
180

´ 0 = 0（弳）

30° = p
180

´ 30 = p
6
（弳）

75° = p
180

´ 75 = 5p
12
（弳）

2�� ∵p弳 = 180°，∴1弳 = ( 180p )°

p
12

= ( 180p ´ p
12

)° = 15°

p
5
= ( 180p ´ p

5
)° = 36°

2 = ( 180p ´ 2)° = ( 360p )° » 114.6°

1�� 試將 22.5°, 105°與 180°用弧度量表示。

2�� 試將 p
10
弳、p

4
弳與 3弳用度度量表示。

1�� ∵p弳 = 180°，∴1° = p
180

弳

22.5° = p
180

´ 22.5 = p
8
（弳）

105° = p
180

´ 105 = 7p
12
（弳）

180° = p
180

´ 180 = p（弳）

2�� ∵p弳 = 180°，∴1弳 = ( 180p )°

p
10

= ( 180p ´ p
10

)° = 18°

p
4
= ( 180p ´ p

4
)° = 45°

3 = ( 180p ´ 3)° = ( 540p )° » 171.9°

https://xyz88.com
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下表列出 0°到 360°之間的常用角度，試利用度與弳的換算關係完成下表。

∵p弳 = 180°，∴1° = p
180

弳

15° = p
180

´ 15 = p
12
（弳）；45° = p

180
´ 45 = p

4
（弳）；120° = p

180
´ 120 = 2p

3
（弳）

135° = p
180

´ 135 = 3p
4
（弳）；210° = p

180
´ 210 = 7p

6
（弳）；240° = p

180
´ 240 = 4p

3
（弳）

270° = p
180

´ 270 = 3p
2
（弳）；330° = p

180
´ 330 = 11p

6
（弳）；360° = p

180
´ 360 = 2p（弳）

∵p弳 = 180°，∴1弳 = ( 180p )°

p
6
= ( 180p ´ p

6
)° = 30°； p

3
= ( 180p ´ p

3
)° = 60°； 5p

12
= ( 180p ´ 5p

12
)° = 75°

p
2
= ( 180p ´ p

2
)° = 90°； 5p

6
= ( 180p ´ 5p

6
)° = 150°；p = ( 180p ´ p)° = 180°

5p
4

= ( 180p ´ 5p
4

)° = 225°； 5p
3

= ( 180p ´ 5p
3

)° = 300°

度與弳的換算
配合課本例題 1

● ● ●3
1�� 試將 540°與 -1000°用弧度量表示。

2�� 試將 4p弳、 - 18p
5
弳與 10弳用度度量

表示。

1�� ∵p弳 = 180°，∴1° = p
180

弳

540° = p
180

´ 540 = 3p（弳）

-1000° = p
180

´ (-1000) = - 50p
9
（弳）

2�� ∵p弳 = 180°，∴1弳 = ( 180p )°

4p = ( 180p ´ 4p)° = 720°

- 18p
5

= [ 180p ´ (- 18p
5

)]° = -648°

10 = ( 180p ´ 10)° = ( 1800p )° » 573°

1�� 試將 900°與 -2160°用弧度量表示。

2�� 試將 7p
2
弳、 - 13p

4
弳與 -15弳用度度

量表示。

1�� ∵p弳 = 180°，∴1° = p
180

弳

900° = p
180

´ 900 = 5p（弳）

-2160° = p
180

´ (-2160) = -12p（弳）

2�� ∵p弳 = 180°，∴1弳 = ( 180p )°

7p
2

= ( 180p ´ 7p
2

)° = 630°

- 13p
4

= [ 180p ´ (- 13p
4

)]° = -585°

-15 = [ 180p ´ (-15)]° = (- 2700
p )° » -859.4°

度 0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° 120° 135°

弳 0
p
12

p
6

p
4

p
3

5p
12

p
2

2p
3

3p
4

度 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300° 330° 360°

弳 5p
6

p 7p
6

5p
4

4p
3

3p
2

5p
3

11p
6

2p

https://xyz88.com
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以弳為單位的三角比
配合課本例題 2

● ● ●4
試求下列各式的值：

1�� sin p
6
。　 2�� cos(- p

4
)。　 3�� tan 5p

3
。

1�� ∵ p
6
= p

6
´ ( 180p )° = 30°

∴sin p
6
= sin 30° = 1

2

2�� ∵- p
4
= - p

4
´ ( 180p )° = -45°

∴cos(- p
4

) = cos(-45°) = cos 45° = 2
2

3�� ∵ 5p
3

= 5p
3

´ ( 180p )° = 300°

∴tan 5p
3

= tan 300° = - tan 60° = - 3

試求下列各式的值：

1�� sin 0。　 2�� cosp。　 3�� tan(-p)。

1�� ∵0 = 0°
∴sin 0 = sin 0° = 0

2�� ∵p = 180°
∴cosp = cos 180° = -1

3�� ∵-p = -180°
∴tan(-p) = tan(-180°) = tan 180° = 0

用計算機計算以弳為單位的三角比
配合課本例題 2

● ●5
試利用計算機求出下列各三角比：（四捨五

入到小數點後第二位）

1�� sin 2.1。　 2�� cos(5.4p)。　 3�� tan(-4.5)。

1�� sin 2.1 » 0.863 » 0.86

2�� cos(5.4p) » -0.309 » -0.31

3�� tan(-4.5) » -4.637 » -4.64

試利用計算機求出下列各三角比：（四捨五

入到小數點後第二位）

1�� sin 5.5。　 2�� cos(4.2p)。　 3�� tan(-3.5)。

1�� sin 5.5 » -0.705 » -0.71

2�� cos(4.2p) » 0.809 » 0.81

3�� tan(-3.5) » -0.374 » -0.37

主題 2 弧長與扇形面積公式
配合課本 P.65～P.66

1� 弧長與扇形面積的公式

設一圓的圓心為 O，半徑為 r，若圓心角 ÐPOQ為 q弳，則

1�� 此角所對應的弧 PQ之弧長 s = rq。

2�� 扇形 POQ的面積 A = 1
2
r2q = 1

2
rs。

https://xyz88.com
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弧長與扇形面積公式
配合課本例題 3、例題 4

● ● ●6
已知一扇形 POQ的半徑為 10，

1�� 若圓心角 ÐPOQ = 1弳，試求此扇形的弧

長 PQ、周長與面積。

2�� 若圓心角 ÐPOQ = 120°，試求此扇形的弧

長 PQ、周長與面積。

1�� 所求弧長 PQ = 10 ´ 1 = 10

周長 PQ = 10 + 10 + 10 = 30

面積 = 1
2
´ 102 ´ 1 = 50

2�� ∵120° = 120 ´ p
180

= 2p
3
弳

∴所求弧長 PQ = 10 ´ 2p
3

= 20p
3

周長 PQ = 10 + 10 + 20p
3

= 20 + 20p
3

面積 = 1
2
´ 102 ´ 2p

3
= 100p

3

已知一扇形 POQ的半徑為 6，

1�� 若圓心角 ÐPOQ = 5
2
弳，試求此扇形的

弧長 PQ、周長與面積。

2�� 若圓心角 ÐPOQ = 135°，試求此扇形的弧

長 PQ、周長與面積。

1�� 所求弧長 PQ = 6 ´ 5
2
= 15

周長 PQ = 6 + 6 + 15 = 27

面積 = 1
2
´ 62 ´ 5

2
= 45

2�� ∵135° = 135 ´ p
180

= 3p
4
弳

∴所求弧長 PQ = 6 ´ 3p
4

= 9p
2

周長 PQ = 6 + 6 + 9p
2

= 12 + 9p
2

面積 = 1
2
´ 62 ´ 3p

4
= 27p

2

已知一扇形的半徑為 5，弧長為 2p，試求其圓心角及面積。
設所求圓心角為 q弳

則 5q = 2pÞ q = 2p
5

Þ面積 = 1
2
´ 52 ´ 2p

5
= 5p
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面積問題
● ● ● ●7

如圖，扇形 OAB的半徑

為 8，圓心角 = p
4
，若

PQRS為正方形，則塗

色部分面積為何？
設正方形的邊長為 x

則 OP
�

= x

連 OR
�，在VOQR中

OR
�2

=OQ
�2

+QR
�2

= (2x)2 + x2 = 5x2

Þ 64 = 5x2Þ x2 = 64
5
Þ x = 8

5

因此，所求 =扇形 OAB面積 -VOPS面積
-正方形 PQRS面積

= 1
2
´ 82 ´ p

4
- 1

2
´ ( 8

5
)2 - ( 8

5

)2

= 8p - 96
5

如圖，邊長為 2的正方形，

向內作四個等弧， P為弧

上一點，若 ÐAPB = 3p
4
，

則塗色部分面積為何？
如圖所示

∵ÐAPB = 3p
4

∴ÐAQB = p
4

ÞÐAOB = 90°
又 AB
�

= 2

ÞOA
�

=OB
�

= 2

2
= 2

弓形 APB面積 =扇形 OAB面積 -VOAB面積

= 1
2
´ ( 2 )2 ´ p

2
- 1

2
´ 2 ´ 2

= p
2
- 1

因此，所求 = 22 - 4 ´ ( p
2
- 1) = 8 - 2p
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面積問題
● ● ●8

如圖，將一個底圓半徑為

5公分，高為 12公分的直

圓錐體的側表面，沿著斜

高 AB
�的方向剪開形成一

個扇形，試求此扇形的圓

心角及面積。
如圖，展開後
扇形的半徑

= AB
�

= 52 + 122 = 13

弧長 BB¢=底圓周長
= 5 ´ 2 ´ p = 10p

設其圓心角為 q

則 13q = 10pÞ q = 10p
13

因此，扇形面積 = 1
2
´132´ 10p

13
=65p（平方公分）

試求底圓半徑為 8公分，

高為 15公分的直圓錐體

的表面積。

將此直圓錐沿著斜高

AB
� 的方向剪開形成
一個扇形，展開後
扇形的半徑

= AB
�

= 82 + 152 = 17

弧長 BB¢=底圓周長 = 8 ´ 2 ´ p = 16p
設其圓心角為 q

則 17q = 16pÞ q = 16p
17

因此，所求 =側表面積 +底圓面積

= 1
2
´ 172 ´ 16p

17
+ p ´ 82

= 136p + 64p = 200p
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2-1　

1� 試將下列各角以弧度量表示：

1�� 135°。 2�� -540°。 3�� 5°。 4�� p°。

1�� 3
4
p　 2�� -3p　 3�� p

36
　 4�� p

2

180

2� 試將下列各角以度度量表示：

1�� 7
6
p弳。 2�� - 3

4
p弳。 3�� 3

2
弳。 4�� 3p

弳。

1�� 210°　 2�� -135°　 3�� 270°p
　 4�� 540°

p2

3� 試求下列各式的值：

1�� sin 3
4
p。 2�� cos 7

2
p。 3�� tan 5

6
p。 4�� cos(-p)。

1�� 2
2
　 2�� 0　 3�� -

3
3
　 4�� -1

4� 試求下列各式的值：

1�� sin p
6
´ cos p

6
´ tan p

6
。 2�� 

cos p
3
+ tan p

4

sin p
6
+ tan 3p

4

。

3�� cos2p + sin p
2
+ tan p

6
´ tan 5p

4
。 4�� cos 7p

4
- sin 5p

4
+ tan 5p

3
。

5�� sin2 5p
12

+ sin2 p
12

+ tan2 p
3
。

1�� 1
4
　 2�� -3　 3�� 2 +

3
3
　 4�� 2 - 3　 5�� 4

5� 已知一扇形的半徑為 10，圓心角為 130°，則此扇形的弧長與面積為何？
65
9
p； 325

9
p
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6� 已知一扇形的半徑為 5，弧長為 6，則此扇形面積為何？
15

7� 已知一扇形面積為 12平方公分，且弧長為 3公分，則此扇形的半徑與圓心角為何？

8公分； 3
8
弳

8� 設一扇形的周長等於半圓的弧長，已知圓的半徑為 6，試求：

1�� 扇形的圓心角。（以弧度量表示）

2�� 扇形面積。
1�� p - 2　 2�� 18(p - 2)

9� 鐘面上，分針長 9公分，時針長 6公分，從上午 9點 40分到上午 10點時，時針所掃過的

面積大小為何？

p平方公分

10� 坐標平面上的點 P(sin 100, cos 100)在第幾象限？
二

11� 如圖，在邊長為 6的正方形 ABCD中，分別以 A, B, C 為圓心，

半徑為 6，作圓弧 DPB, AQPC, BQD，試求以兩弧 AQP與 PB以

及 AB
�所圍的封閉區域面積。

12p - 9 3
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12� 如圖，有一直角三角形 ABC，ÐC 為直角，AB
�

= 2, AC
�

= 1, BC
�

= 3，

以兩股為半徑作圓，則交集部分之面積與周長為何？

5p
6

- 3； (2 + 3 )p
3

13� 包裝七根半徑皆為 1的圓柱，其截面如圖所示，試問外圍粗黑線條的

長度為何？
12 + 2p

14� 如圖，兩輪半徑分別為 1及 7，中心距離為 12，今以皮帶緊

繞此兩輪，使轉動時兩輪同向轉動，試求：

1�� 皮帶長。

2�� 皮帶所圍之面積。

1�� 12 3 + 10p　 2�� 48 3 + 33p

15� 如圖，一直圓錐半徑 OA
�

= 5，高 OP
�

= 10 2

1�� 沿 AP
�剪開使成一扇形，則此扇形圓心角之弧度量為何？

2�� 若 PD
�

= 6，螞蟻自底圓上一點 A開始沿錐面繞一圈到 D點的最短

路徑為何？

1�� 2p
3
　 2�� 3 39
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2­2　三角函數的圖形及其應用
主題 1 正餘弦、正切函數的定義、圖形與性質

配合課本 P.71～P.88

1� 廣義角的三角函數

設 q是一個標準位置角，在 q的終邊上任取異於原點的一點 P(x, y)，令 r =OP
�

=

x2 + y2。定義角 q的正弦、餘弦、正切函數如下：

1�� 正弦函數 sin q =
y
r
。 2�� 餘弦函數 cos q = x

r
。 3�� 正切函數 tan q =

y
x , x ¹ 0。

當 P(3, -4)為標準位置角 q終邊上的一點時，因為 x = 3, y = -4，所以

r = 32 + (-4)2 = 5。利用上述定義，可得角 q的正弦、餘弦、正切函數值分

別為 sin q =
y
r = - 4

5
, cos q = x

r = 3
5

, tan q =
y
x = - 4

3
。

2� 週期函數

對於函數 y = f (x)，若存在正數 T ，使得定義域內的每個 x 都滿足

f (x + T ) = f (x)，就稱函數 f (x)為週期函數。滿足上述條件的 T 中之最小值 p，
稱為 f (x)的週期。

對任意的實數 x，sin(x + 2p) = sin x, cos(x + 2p) = cos x皆成立，因此，正弦
函數 y = sin x與餘弦函數 y = cos x皆為週期函數。又 2p是滿足上述關係的
最小正數，所以函數 y = sin x與 y = cos x的週期皆為 2p。

3� 正弦函數的圖形及其性質

1�� 正弦函數 y = sin x的圖形

2�� 正弦函數 y = sin x的性質

1  定義域：因為對任意實數 x，sin x都有意義，所以正弦函數的定義域為所有
實數 ¡。
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2  值域：因為正弦函數的應變數 y的範圍為 -1 £ y £ 1，即閉區間 [-1, 1]，所
以值域為 [-1, 1] = {y� - 1 £ y £ 1, y Î¡}。

3  週期：因為 2p是滿足 sin(x + 2p) = sin x的最小正數，所以正弦函數圖形的
週期為 2p。

4  線對稱：觀察正弦函數的圖形，可知圖形對稱於通過最高點或最低點的鉛直

線（ 直線 x = p
2
或 x = 3p

2
）。因此，對於任意的整數 n，鉛

直線 x =
(2n + 1)p

2
都是函數 y = sin x的對稱軸。

5  點對稱：因為對於任意實數 x，sin(-x) = -sin x恆成立，即當點 (x0, y0)在

y = sin x圖形上時，點 (-x0, -y0)也會落在圖形上，所以正弦函數

y = sin x的圖形對稱於原點，如下圖所示。

3�� 函數 y = sin x圖形的平移

1  函數 y = sin x的圖形經過水平平移 h| |單位之後，可以得到函數 y = sin(x - h)

的圖形，其中，h > 0表示向右平移 h單位；h < 0表示向左平移 h| |單位。表

示如下：

y = sin x的圖形 ®¾
h| |單位

水平平移
y = sin(x - h)的圖形

2  函數 y = sin x的圖形經過鉛直平移 k| |單位之後，可以得到函數 y = sin x + k

的圖形，其中，k > 0表示向上平移 k單位；k < 0表示向下平移 k| |單位。表

示如下：

y = sin x的圖形 ®¾
k| |單位

鉛直平移
y = sin x + k的圖形

4�� 函數 y = sin x圖形的伸縮

1  函數 y = asin x (a > 0)的圖形可由 y = sin x的圖形以 x軸為基準，鉛直方向
拉伸（或壓縮）為 a倍得到，其週期為 2p。

2  函數 y = -asin x (a > 0)的圖形可由 y = asin x的圖形以 x軸為基準，上下翻
轉（即對稱 x軸）得到，其週期為 2p。

3  函數 y = sin bx (b > 0)的圖形可由 y = sin x的圖形以 y軸為基準，水平方向

拉伸（或壓縮）為 1
b
倍得到，其週期為 2p

b
。
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4� 餘弦函數 y = cos x的性質

1�� 定義域：所有實數 ¡。
2�� 值域：[-1, 1] = {y� - 1 £ y £ 1, y Î¡}。
3�� 週期：因為 2p是滿足 cos(x + 2p) = cos x的最小正數，所以餘弦函數圖形的週

期為 2p。

4�� 線對稱：觀察餘弦函數的圖形，可知圖形對稱於通過最高點或最低點的鉛直線
（ 直線 x = 0或 x = p）。因此，對於任意的整數 n，鉛直線

x = np都是函數 y = cos x的對稱軸。

5�� 點對稱：因為對於任意實數 x， cos(- p
2
- x) = -cos(- p

2
+ x)恆成立，即當點

(- p
2
+ x0, y0)在 y = cos x圖形上時，點 (- p

2
- x0, -y0)也會落在圖形

上，所以餘弦函數 y = cos x的圖形對稱於點 (- p
2

, 0)。

6�� 因為對任意的實數 x， sin(x + p
2

) = cos x恆成立，所以 y = cos x的圖形可由

y = sin x的圖形向左平移 p
2
單位而得，如下圖所示。

5� 正切函數 y = tan x的性質

1�� 定義域：{x�x Î¡且 x ¹ np + p
2

, n Î¢}。

2�� 值域：所有實數 ¡。
3�� 週期：對於定義域內任意實數 x，tan(x + p) = tan x恆成立，且 p是滿足上式的

最小正數。因此，正切函數圖形的週期為 p。

4�� 對稱性：對於定義域內任意實數 x， tan(-x) = - tan x恆成立，所以正切函數的
圖形對稱於原點。
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正弦函數的平移
配合課本例題 1

● ● ●1
試利用正弦函數 y = sin x的圖形，描繪下列

各函數的圖形，並討論其最大值與最小值。

1�� y = f (x) = sin(x + p
4

)。

2�� y = g(x) = 1 + sin x。

1�� y = f (x) = sin(x + p
4

) 的圖形可由 y = sin x

的圖形向左平移 p
4
單位而得

由上圖可知，y = f (x) = sin(x + p
4

)的最大值

為 1，最小值為 -1

2�� y = g(x) = 1 + sin x 的圖形可由 y = sin x 的
圖形向上平移 1單位而得

由上圖可知，y = g(x) = 1 + sin x的最大值為

2，最小值為 0

試利用正弦函數 y = sin x的圖形，描繪下列

各函數的圖形，並討論其最大值與最小值。

1�� y = f (x) = sin(x - p
2

)。

2�� y = g(x) = sin x - 2。

1�� y = f (x) = sin(x - p
2

) 的圖形可由 y = sin x

的圖形向右平移 p
2
單位而得

由上圖可知，y = f (x) = sin(x - p
2

)的最大值

為 1，最小值為 -1

2�� y = g(x) = sin x - 2 的圖形可由 y = sin x 的
圖形向下平移 2單位而得

由上圖可知， y = g(x) = sin x - 2的最大值
為 -1，最小值為 -3

試利用正弦函數 y = sin x的圖形，描繪函數 y = f (x) = sin(x - p
4

) + 2的圖形，並討論其最大

值與最小值。

y = f (x) = sin(x - p
4

) + 2的圖形可由 y = sin x的圖形向

右平移 p
4
單位、向上平移 2單位而得

由圖可知，y = f (x) = sin(x - p
4

) + 2的最大值為 3，最

小值為 1

https://xyz88.com
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正弦函數的伸縮
配合課本例題 2

● ● ●2
試描繪下列各函數的圖形，並求函數的週

期、最大值與最小值。

1�� y = f (x) = 3
2

sin x。

2�� y = g(x) = sin 2x。

1�� 函 數 y = f (x) = 3
2

sin x 的 圖 形 可 由

y = sin x的圖形以 x軸為基準，鉛直方向拉

伸為 3
2
倍而得

x -p - p
2 0

p
2 p 3p

2
2p

y = f (x) 0 - 3
2

0
3
2

0 - 3
2

0

由上圖可知， y = f (x) = 3
2

sin x 的週期為

2p，最大值為 3
2
，最小值為 - 3

2

2�� 函數 y = g(x) = sin 2x 的圖形可由 y = sin x

的圖形以 y軸為基準，水平方向壓縮為原來

的 1
2
倍而得

x - p
2

- p
4 0

p
4

p
2

3p
4

p 5p
4

3p
2

y = g(x) 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0

由上圖可知，y = g(x) = sin 2x的週期為 2p
2

= p，最大值為 1，最小值為 -1

試描繪下列各函數的圖形，並求函數的週

期、最大值與最小值。

1�� y = f (x) = - 3
2

sin x。

2�� y = g(x) = sin x
2
。

1�� 函 數 y = f (x) = - 3
2

sin x 的 圖 形 可 由

y = 3
2

sin x的圖形以 x軸為基準，上下翻轉

（對稱 x軸）而得

x -p - p
2 0

p
2 p 3p

2
2p

y = f (x) 0
3
2

0 - 3
2

0
3
2

0

由上圖可知，y = f (x) = - 3
2

sin x的週期為

2p，最大值為 3
2
，最小值為 - 3

2

2�� 函數 y = g(x) = sin x
2
的圖形可由 y = sin x

的圖形以 y軸為基準，水平方向拉伸為原來
的 2倍而得

x -2p -p 0 p 2p
y = g(x) 0 -1 0 1 0

由上圖可知，y = g(x) = sin x
2
的週期為 2p

1
2

= 4p，最大值為 1，最小值為 -1

https://xyz88.com
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函數 y = asin(bx + c) + d的圖形
配合課本例題 3

● ● ● ●3
試求出函數 y = 3sin(2x - p

2
) + 1的最大、最

小值與週期，並描繪其函數圖形。

將原函數改寫為 y = 3sin[2(x - p
4

)] + 1的形式

後，可透過下列流程畫出其圖形：
1  y = sin x的圖形

®¾
拉伸為 3倍

鉛直方向
2  y = 3sin x的圖形

®¾
壓縮為 1

2
倍

水平方向
3  y = 3sin 2x的圖形

®¾
p
4
單位

向右平移
4  y = 3sin[2(x - p

4
)]的圖形

®¾
1單位

向上平移
5  y = 3sin[2(x - p

4
)] + 1的圖形

由函數 y = 3sin(2x - p
2

) + 1的圖形可知

最大值為 3 ´ 1 + 1 = 4
最小值為 3 ´ (-1) + 1 = -2

週期為 2p
2

= p

試求出函數 y = 2sin(3x + p
2

) - 1的最大、最

小值與週期，並描繪其函數圖形。

將原函數改寫為 y = 2sin[3(x + p
6

)] - 1的形式

後，可透過下列流程畫出其圖形：
1  y = sin x的圖形

®¾
拉伸為 2倍

鉛直方向
2  y = 2sin x的圖形

®¾
壓縮為 1

3
倍

水平方向
3  y = 2sin 3x的圖形

®¾
p
6
單位

向左平移
4  y = 2sin[3(x + p

6
)]的圖形

®¾
1單位

向下平移
5  y = 2sin[3(x + p

6
)] - 1的圖形

由函數 y = 2sin(3x + p
2

) - 1的圖形可知

最大值為 2 ´ 1 - 1 = 1
最小值為 2 ´ (-1) - 1 = -3

週期為 2p
3

https://xyz88.com
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餘弦函數的圖形
配合課本 P.83隨堂鍊習

● ● ●4
試利用餘弦函數 y = cos x的圖形，描繪下列

各函數的圖形，並求函數的最大值、最小值

與週期。

1�� y = cos(x + p
4

)。 2�� y = cos x + 1。

3�� y = 1
3

cos x。 4�� y = cos x
2
。

1�� 可由 y = cosx的圖形向左平移 p
4
單位而得，

其最大值為 1，最小值為 -1，且週期為 2p

2�� 可由 y = cos x的圖形向上平移 1單位而得，
其最大值為 2，最小值為 0，且週期為 2p

3�� 可由 y = cos x的圖形鉛直方向壓縮為 1
3
倍

而得，其最大值為 1
3
，最小值為 - 1

3
，且週

期為 2p

4�� 可由 y = cos x 的圖形水平方向拉伸為 2 倍
而得，其最大值為 1，最小值為 -1，且週期
為 4p

試利用餘弦函數 y = cos x的圖形，描繪下列

各函數的圖形，並求函數的最大值、最小值

與週期。

1�� y = cos(x - p
3

)。 2�� y = cos x - 1。

3�� y = 2cos x。 4�� y = cos 2x。

1�� 可由 y = cosx的圖形向右平移 p
3
單位而得，

其最大值為 1，最小值為 -1，且週期為 2p

2�� 可由 y = cos x的圖形向下平移 1單位而得，
其最大值為 0，最小值為 -2，且週期為 2p

3�� 可由 y = cos x 的圖形鉛直方向拉伸為 2 倍
而得，其最大值為 2，最小值為 -2，且週期
為 2p

4�� 可由 y = cos x的圖形水平方向壓縮為 1
2
倍

而得，其最大值為 1，最小值為 -1，且週期
為 p

https://xyz88.com



 

2

2­2 三角函數的圖形及其應用 89

餘弦函數的圖形
配合課本例題 4

● ● ● ●5
試求出函數 y = 2cos(3x + p) + 1的最大值、

最小值與週期，並描繪其函數圖形。

將原函數改寫為 y = 2cos[3(x + p
3

)] + 1的形式

後，可透過下列流程畫出其圖形：
1  y = cos x的圖形

®¾
拉伸為 2倍

鉛直方向
2  y = 2cos x的圖形

®¾
壓縮為 1

3
倍

水平方向
3  y = 2cos 3x的圖形

®¾
p
3
單位

向左平移
4  y = 2cos[3(x + p

3
)]的圖形

®¾
1單位

向上平移
5  y = 2cos[3(x + p

3
)] + 1的圖形

故 函 數 y = 2cos(3x + p) + 1 的 最 大 值 為

2 ´ 1 + 1 = 3，最小值為 2 ´ (-1) + 1 = -1，且週

期為 2p
3

試求出函數 y = 3cos(2x - p
2

) - 1 的最大

值、最小值與週期，並描繪其函數圖形。

將原函數改寫為 y = 3cos[2(x - p
4

)] - 1的形式

後，可透過下列流程畫出其圖形：
1  y = cos x的圖形

®¾
拉伸為 3倍

鉛直方向
2  y = 3cos x的圖形

®¾
壓縮為 1

2
倍

水平方向
3  y = 3cos 2x的圖形

®¾
p
4
單位

向右平移
4  y = 3cos[2(x - p

4
)]的圖形

®¾
1單位

向下平移
5  y = 3cos[2(x - p

4
)] - 1的圖形

故 函 數 y = 3cos(2x - p
2

) - 1 的 最 大 值 為

3 ´ 1 - 1 = 2，最小值為 3 ´ (-1) - 1 = -4，且週

期為 2p
2

= p

https://xyz88.com
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正切函數的圖形
　

● ● ● ●6
試求出函數 y = tan(3x - p

4
)的週期，並描繪

其函數圖形。

將原函數改寫為 y = tan[3(x - p
12

)]的形式後

可透過下列流程畫出其圖形：
1  y = tan x的圖形

®¾
壓縮為 1

3
倍

水平方向
2  y = tan 3x的圖形

®¾
p
12
單位

向右平移
3  y = tan[3(x - p

12
)]的圖形

故函數 y = tan(3x - p
4

)的週期為 p
3

試求出函數 y = tan( x
2
+ p

3
)的週期，並描繪

其函數圖形。

將原函數改寫為 y = tan[ 1
2

(x + 2p
3

)] 的形式

後，可透過下列流程畫出其圖形：
1  y = tan x的圖形

®¾
拉伸為 2倍

水平方向
2  y = tan x

2
的圖形

®¾
2p
3
單位

向左平移
3  y = tan[ 1

2
(x + 2p

3
)]的圖形

故函數 y = tan( x
2
+ p

3
)的週期為 p

1
2

= 2p
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主題 2 三角函數圖形的應用
配合課本 P.89～P.91

1� 解含有三角函數的方程式

利用圖形的交點（個數）可以知道三角方程式的實根（個數）。

2� 週期現象的數學模型

1�� 正弦函數 y = sin x是被用來描述波動與週期現象最基本且簡單的函數。

2�� 函數 y = asin(wt + f) + k的圖形（其中 a, k, w, f均為常數）又稱為正弦波。在
正弦函數 y = asin(wt + f) + k的圖形中，我們將水平線 y = k稱為基線，而最高
點或最低點至基線的距離稱為振幅，其值為 a| |；t的係數 w稱為角速度；f稱

為相位角。
在函數 y = 2sin(3t + p

4
) + 5的圖形中，基線為 y = 5；振幅為 2；角速度

為 3；相位角為 p
4
。
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含有三角函數的方程式
配合課本例題 5

● ● ●7
1�� 在 -p £ x £ p的範圍內，試求 y = sin x的

圖形與水平線 y = 1
2
的交點個數。

2�� 在 -p £ x £ p 的範圍內，試求方程式

sin x = 1
2
的實根個數。

3�� 在 -p £ x £ p 的範圍內，試求不等式

sin x ³ 1
2
的解。

1�� 在坐標平面上，描繪出 y = sin x與 y = 1
2
的

圖形：

如圖，在 -p £ x £ p的範圍內，y = sin x的

圖形與水平線 y = 1
2
共有 2個交點

2�� ∵ 方 程 式 sin x = 1
2
的 實 根 個 數 等 於

y = sin x 的圖形與水平線 y = 1
2
的交點

個數
∴可知在 -p £ x £ p 的範圍內，方程式

sin x = 1
2
共有 2個實根

3�� 

由 y = sin x與 y = 1
2
的圖形可知

當 p
6
£ x £ 5p

6
時，sin x ³ 1

2

因此，不等式 sin x ³ 1
2
的解為 p

6
£ x £ 5p

6

1�� 在 -p £ x £ 2p的範圍內，試求 y = cos x

的圖形與水平線 y = - 1
2
的交點個數。

2�� 在 -p £ x £ 2p 的範圍內，試求方程式

cos x = - 1
2
的實根個數。

3�� 在 -p £ x £ 2p 的範圍內，試求不等式

cos x £ - 1
2
的解。

1�� 在坐標平面上，描繪出 y = cos x與 y = - 1
2

的圖形：

如圖，在 -p £ x £ 2p的範圍內，y = cos x的

圖形與水平線 y = - 1
2
共有 3個交點

2�� ∵方程式 cos x = - 1
2
的實根個數等於

y = cos x的圖形與水平線 y = - 1
2
的交點

個數
∴可知在 -p £ x £ 2p 的範圍內，方程式

cos x = - 1
2
共有 3個實根

3�� 

由 y = cos x與 y = - 1
2
的圖形可知

當 -p £ x £ - 2p
3
或 2p

3
£ x £ 4p

3
時

cos x £ - 1
2

因此，不等式 cos x £ - 1
2
的解為

-p £ x £ - 2p
3
或 2p

3
£ x £ 4p

3
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三角方程式的實根個數
配合課本例題 6

● ● ● ●8
試求下列方程式的實根個數：

1�� sin x = - 3
2
。 2�� cos x = x

5
。

1�� 在同一坐標平面上，描繪出 y = sin x與

y = - 3
2
的圖形：

由圖可知， y = sin x的圖形與 y = - 3
2
的圖

形沒有交點，∴方程式 sin x = - 3
2
沒有實根

2�� 在同一坐標平面上，描繪出 y = cosx與

y = x
5
的圖形：

由圖可知，y = cosx的圖形與 y = x
5
的圖形

有 3個交點，∴方程式 cosx = x
5
有 3個實根

試求下列方程式的實根個數：

1�� sin x - 2 = 0。 2�� 8cos x = x。

1�� sin x - 2 = 0Þ sin x = 2

在同一坐標平面上，描繪出 y = sin x與

y = 2 的圖形：

由圖可知，y = sin x的圖形與 y = 2 的圖形

沒有交點，∴方程式 sin x - 2 = 0沒有實根

2�� 8cosx = xÞ cosx = x
8

在同一坐標平面上，描繪出 y = cosx與

y = x
8
的圖形：

由圖可知，y = cosx的圖形與 y = x
8
的圖形

有 5個交點，∴方程式 cosx = x
8
有 5個實根

正弦波
配合課本例題 7

● ● ●9
試寫出滿足下列特徵的正弦波：

基線為 y = 1，振幅為 2，週期為 2p
3
，相位

角為 p。

設所求的正弦波為 y = f (x) = asin(wx + f) + k

則振幅 a = 2，基線為 y = k = 1，相位角 f = p

週期為 2p
w = 2p

3
Þw = 3

∴所求正弦波為 y = 2sin(3x + p) + 1

試寫出滿足下列特徵的正弦波：

基線為 y = -1，振幅為 3，週期為 p，相位

角為 - p
3
。

設所求的正弦波為 y = f (x) = asin(wx +f) + k

則振幅 a = 3，基線為 y = k = -1，相位角 f = - p
3

週期為 2p
w = pÞw = 2

∴所求正弦波為 y = 3sin(2x - p
3

) - 1
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週期現象的數學模型
配合課本例題 8

● ● ● ●10
阿三做實驗觀察一波動現象，得到函數

y = f (x) = asin(wx + f) + k的部分圖形，如

圖所示。已知 a > 0, w > 0, 0 £ f £ p
2
，其中

P( p
12

, 5)為最高點，Q( 7p
12

, -3)為最低點，

則序組 (a, w, f, k)為何？

基線為 y =
5 + (-3)

2
= 1Þ k = 1

振幅為 5 - 1 = 4Þ a = 4

由圖形可知，此函數的週期為

2 ´ ( 7p
12

- p
12

) = p

∴ 2p
w = pÞw = 2

Þ函數 f (x) = 4sin(2x + f) + 1

點 P( p
12

, 5)代入可得

5 = 4sin(2 ´ p
12

+ f) + 1Þ sin( p
6
+ f) = 1

∵0 £ f £ p
2
，∴ p

6
£ p

6
+ f £ 2p

3

因此， p
6
+ f = p

2
Þ f = p

3

故序組 (a, w, f, k) = (4, 2, p
3

, 1)

阿三參與某次實驗探索活動發現：在一均勻

的磁場中，等速運動的線圈所產生的電流

I（安培）是時間 t（秒）的正弦函數：

I(t) = 2sin( 3
4

t - p
6

) + 5，其中 t ³ 0，試回答

下列問題。

1�� 實驗一開始 (t = 0)時，電流大小為多少

安培？

2�� 此線圈可以產生的最大電流為多少安

培？

3�� 試求電流變化的週期。

1�� 所求 = I(0) = 2sin(- p
6

) + 5

= 2 ´ (- 1
2

) + 5 = 4（安培）

2�� 當 sin( 3
4

t - p
6

) = 1 時， I(t) 有 最 大 值

= 2 ´ 1 + 5 = 7（安培）

3�� 所求 = 2p
3
4

= 8p
3
（秒）
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三角函數圖形的描繪
● ● ●11

1�� 試描繪 y = sin x| |的圖形，並求出其週期。

2�� 在 -2p £ x £ 2p的範圍內，試求方程式

sin x| | = 1
2
的實根個數。

1�� y = sin x| |的圖形如下所示

由上圖可知，y = sin x| |圖形的週期 = p

2�� 方程式 sinx| | = 1
2
的實根個數，即 y = sinx| |

圖形與水平線 y = 1
2
的交點個數

如上圖，在 -2p £ x £ 2p的範圍內

∵y = sin x| |圖形與水平線 y = 1
2
有 8個相

異交點

∴所求方程式 sin x| | = 1
2
有 8個相異實根

1�� 試描繪 y = cosx| |的圖形，並求出其週期。

2�� 試求方程式 cos x| | = x
2
的實根個數。

1�� y = cos x| |的圖形如下所示

由上圖可知，y = cos x| |圖形的週期 = p

2�� 方程式 cosx| | = x
2
的實根個數，即 y = cosx| |

圖形與直線 y = x
2
的交點個數

如上圖
∵y = cos x| |圖形與直線 y = x

2
有 1個交點

∴所求方程式 cos x| | = x
2
有 1個實根

試描繪 y = sin x + sin x| |的圖形，並求出其週期。

當 x在第一與第二象限時，y = sin x + sin x| | = sin x + sin x = 2sin x

當 x在第三與第四象限時，y = sin x + sin x| | = sin x + (-sin x) = 0

由圖可知，y = sin x + sin x| |圖形的週期 = 2p
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2-2　

1� 試比較 a = cos 1, b = cos 2, c = cos 3, d = cos 4, e = cos 5五數的大小關係。（以 a, b, c, d, e

表示）
a > e > b > d > c

2� 試比較 a = tan 1, b = tan 2, c = tan 3, d = tan 4的大小關係。（以 a, b, c, d表示）
a > d > c > b

3� 若 y = sin x與 y = 1
3
的圖形在 0 £ x £ 2p之交點為 A(a, 1

3
), B(b, 1

3
)，則 a + b之值為

何？
p

4� 試求方程式 8cos x = x的實根個數。
5

5� 在 -p < x < p的範圍中，試求方程式 tan x = 1 - x的實根個數。
3
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6� 若 y = sin(2x + p
3

)的圖形是由 y = sin x圖形，先以 y軸為基準，水平方向伸縮為原來的 a

倍，再向左移 b得到，則數對 (a, b)之值為何？

( 1
2

, p
6

)

7� 試求函數 y = pcos(3x - 2)的週期。
2p
3

8� 試求函數 y = cos( px
2

- p
4

) - 2的週期。

4

9� 將函數 y = sin x的圖形向右平移 p
2
單位，所得新函數為何？

A�� y = cos(-x) B�� y = -cos x C�� y = sin(x + p
2

)

D�� y = sin(x - p
2

) E�� y = -sin x

B�� D��

10� 關於函數 f (x) = 2sin 3x的敘述，下列哪些選項是正確的？

A�� -2 £ f (x) £ 2　　　　 B�� f (x)在 x = p
6
時有最大值　　　　 C�� f (x)的週期為 2p

3

D�� y = f (x)的圖形對稱於直線 x = p
2
　　 E�� f (2) > 0

A�� B�� C�� D��
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11� 有關 y = f (x) = 2sin(3x - p
6

) + 1（x為實數）之圖形，下列哪些敘述是正確的？

A�� 週期為 2p
3
　　　　 B�� -2 £ f (x) £ 2　　　　 C�� f (x)在 x = 5p

9
時有最小值

D�� 其圖形對稱於 x = p
6
　　　　 E�� 與直線 y + 3

2
= 0之交點有無限多個

A�� C��

12� 右圖為函數 y = asin bx, b > 0之部分圖形，則 a + b之值為何？
9
2

13� 電流強度 I（安培）隨時間 t（秒）變化的函數 I(t) = asin(bt + c)如圖所

示，其中 a, b > 0, 0 £ c < p，則序組 (a, b, c)之值為何？

(10, 100p, p
6

)

14� 設 -p £ x £ 2p，函數 y = 3sin(2x + p
3

)，試問：

1�� 其圖形之振幅、角速度與相位角？

2�� 其圖形與 x軸有幾個交點？

1�� 3；2； p
3
　 2�� 6

15� 若 -p £ x £ p，則滿足 sin x < cos x之 x的範圍為何？

- 3p
4

< x < p
4
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16� 設 a = sin 1, b = sin 2, c = sin 3, d = cos 4, e = cos 5，則 a, b, c, d, e的大小順序為何？
b > a > e > c > d

17� 如圖，已知 a > 0, b > 0，函數 f (x) = asin bx

的圖形通過最高點 P(3,  2) 及最低點

Q(9, -2)，且與直線 y = -1交於 A, B, C 三

點，試求 AB
�的值。

8

18� 美麗華摩天輪直徑為 70公尺，在最低位置時離地面 30公尺，並且

依逆時針方向等速率運轉，每轉一圈需時 15分鐘。阿三在摩天輪

最低位置時入座，試問：

1�� 阿三入座 10分鐘後離地面的高度？

2�� 若阿三入座 x分鐘後，離地面的高度可表為 asin(bx - p
2

) + c

公尺，a > 0, b > 0，則序組 (a, b, c)之值為何？

1�� 82 1
2
　 2�� (35, 2p

15
, 65)

19� 設 f (x) = 4cos2 x + 4sin x + 3, x為實數，試問：

1�� f (x)的最大值？

2�� f (x)的最小值？

3�� 使 f (x)有最大值的最小正數 x之值為何？

1�� 8　 2�� -1　 3�� p
6
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2­3　三角的和角與差角公式

正餘弦的和差角公式
配合課本例題 1、例題 2

● ● ●1
試利用正餘弦的和差角公式求出 sin 15°, 

sin 75°, cos 15°以及 cos 75°的值。

sin 15° = sin(60° - 45°)
= sin 60°cos 45° - cos 60°sin 45°

=
3
2

´ 2
2

- 1
2
´ 2

2
=

6 - 2
4

sin 75° = sin(45° + 30°)
= sin 45°cos 30° + cos 45°sin 30°

=
2
2

´ 3
2

+
2
2

´ 1
2
=

6 + 2
4

cos 15° = cos(60° - 45°)
= cos 60°cos 45° + sin 60°sin 45°

= 1
2
´ 2

2
+

3
2

´ 2
2

=
6 + 2
4

cos 75° = cos(30° + 45°)
= cos 30°cos 45° - sin 30°sin 45°

=
3
2

´ 2
2

- 1
2
´ 2

2
=

6 - 2
4

試利用正餘弦的和差角公式求出 sin 105°, 

sin 165°, cos 105°以及 cos 165°的值。

sin 105° = sin(60° + 45°)
= sin 60°cos 45° + cos 60°sin 45°

=
3
2

´ 2
2

+ 1
2
´ 2

2
=

6 + 2
4

sin 165° = sin(120° + 45°)
= sin 120°cos 45° + cos 120°sin 45°

=
3
2

´ 2
2

+ ( -1
2

) ´ 2
2

=
6 - 2
4

cos 105° = cos(60° + 45°)
= cos 60°cos 45° - sin 60°sin 45°

= 1
2
´ 2

2
-

3
2

´ 2
2

=
2 - 6
4

cos 165° = cos(120° + 45°)
= cos 120°cos 45° - sin 120°sin 45°

= (- 1
2

) ´ 2
2

-
3
2

´ 2
2

=
- 6 - 2

4

主題 1 和角公式與差角公式
配合課本 P.97～P.106

1� 正餘弦的和差角公式

設 a和 b為廣義角，則

1�� sin(a + b) = sinacos b + cosasin b。

2�� sin(a - b) = sinacos b - cosasin b。

3�� cos(a + b) = cosacos b - sinasin b。

4�� cos(a - b) = cosacos b + sinasin b。

2� 正切的和角與差角公式

設 a和 b為廣義角，當 tana, tan b, tan(a ± b)皆有意義時，滿足

1�� tan(a + b) =
tana + tan b
1 - tana tan b

。

2�� tan(a - b) =
tana - tan b
1 + tana tan b

。

3� 坐標平面上，若直線 L : y =mx + k與 x軸正向的夾角為 q，則 L的斜率m = tan q。
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正餘弦的和差角公式
配合課本例題 3

● ● ●2
試求下列各式的值：

1�� cos 17°cos 43° - sin 17°sin 43°。

2�� sin 8°cos 37° + cos 8°sin 37°。

1�� 所求 = cos(17° + 43°) = cos 60° = 1
2

2�� 所求 = sin(8° + 37°) = sin 45° = 2
2

試求下列各式的值：

1�� sin 110°cos 20° - cos 110°sin 20°。

2�� cos 8°cos 158° + sin 8°sin 158°。

1�� 所求 = sin(110° - 20°) = sin 90° = 1

2�� 所求 = cos(158° - 8°) = cos 150° = - 3
2

正餘弦的和差角公式
配合課本例題 4

● ● ●3
設 0 < a < p

2
< b < p，若已知 cosa = 3

5
, 

sin b = 1
4
，試求出 sin(a + b), cos(a + b)的

值。

∵0 < a < p
2
且 cosa = 3

5

∴sina = 1 - cos2a = 4
5

∵ p
2
< b < p且 sin b = 1

4

∴cos b = - 1 - sin2 b =
- 15
4

sin(a + b) = sinacos b + cosasin b

= 4
5
´ (-

15
4

) + 3
5
´ 1

4
=
3 - 4 15

20

cos(a + b) = cosacos b - sinasin b

= 3
5
´ (-

15
4

) - 4
5
´ 1

4
=
-4 - 3 15

20

設 a是第四象限角、b是第三象限角，若已

知 cosa= 5
13

, sinb=- 4
5
，試求出 sin(a-b), 

cos(a - b)的值。

∵a是第四象限角且 cosa = 5
13

∴sina = - 1 - cos2a = - 12
13

∵b是第三象限角且 sin b = - 4
5

∴cos b = - 1 - sin2 b = - 3
5

sin(a - b) = sinacos b - cosasin b

= (- 12
13

) × (- 3
5

) - 5
13

× (- 4
5

) = 56
65

cos(a - b) = cosacos b + sinasin b

= 5
13

× (- 3
5

) + (- 12
13

) × (- 4
5

) = 33
65
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若 a, b均為鈍角，且 sina = 5
5

, cos b = - 3 10
10

，則 a + b為何？

cosa = - 1 - sin2a = - 1 - 5
25

= -
2 5
5
，sin b = 1 - cos2 b = 1 - 90

100
=

10
10

Þ sin(a + b) = sinacos b + cosasin b = 5
5

´ (-
3 10
10

) + (-
2 5
5

) ´ 10
10

= -
25 2
50

= -
2
2

cos(a + b) = cosacos b - sinasin b = (-
2 5
5

) ´ (-
3 10
10

) -
5
5

´ 10
10

=
25 2
50

=
2
2

又 p
2
< a, b < pÞ p < a + b < 2p，∴a + b = 7p

4
（或 315°）

正切的和差角公式
配合課本 P.103隨堂練習

● ● ●4
試利用正切的和差角公式求出 tan 15°以及

tan 75°的值。

tan 15° = tan(45° - 30°)

= tan 45° - tan 30°
1 + tan 45° tan 30°

=

1 - 1

3

1 + 1 ´ 1

3

=
3 - 1

3 + 1
=

( 3 - 1)2

( 3 + 1)( 3 - 1)
= 2 - 3

tan 75° = tan(45° + 30°)

= tan 45° + tan 30°
1 - tan 45° tan 30°

=

1 + 1

3

1 - 1 ´ 1

3

=
3 + 1

3 - 1
=

( 3 + 1)2

( 3 - 1)( 3 + 1)
= 2 + 3

試利用正切的和差角公式求出 tan 105°以及

tan 165°的值。

tan 105° = tan(60° + 45°)

= tan 60° + tan 45°
1 - tan 60° tan 45°

=
3 + 1

1 - 3 ´ 1

=
( 3 + 1)2

(1 - 3 )(1 + 3 )
= -2 - 3

tan 165° = tan(120° + 45°)

= tan 120° + tan 45°
1 - tan 120° tan 45°

=
- 3 + 1

1 - (- 3 ) ´ 1

=
1 - 3

1 + 3
=

(1 - 3 )2

(1 + 3 )(1 - 3 )
= -2 + 3

正切的和差角公式
配合課本例題 5

● ● ●5
已知 a, b皆為銳角，且 tana= 1

7
, tanb= 3

4
，

試求 a + b的度數。

∵a, b皆為銳角，∴0° < a + b < 180°

∵tan(a + b) =
tana + tan b
1 - tana tan b

=

1
7
+ 3

4

1 - 1
7
´ 3

4

= 1

∴a + b = 45°

已知 a, b皆為銳角，且 tana = 1
2

, tanb = 3，

試求 a - b的度數。

∵a, b皆為銳角，∴-90° < a - b < 90°

∵tan(a - b) =
tana - tan b
1 + tana tan b

=

1
2
- 3

1 + 1
2
´ 3

= -1

∴a - b = -45°
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1�� 已知 a + b = 45°，求 (1 + tana)(1 + tan b)的值。

2�� 試求 tan 12° + tan 33° + tan 12° tan 33°的值。

1�� ∵tan 45° = tan(a + b) =
tana + tan b
1 - tana tan b

∴tana + tan b = 1 - tana tan b
Þ tana + tan b + tana tan b = 1
所求 (1 + tana)(1 + tan b) = 1 + (tana + tan b) + tana tan b = 1 + 1 = 2

2�� 由 1��知當 a + b = 45°時
(1 + tana)(1 + tan b) = 1 + (tana + tan b) + tana tan b = 2
∴tan 12° + tan 33° + tan 12° tan 33° = 1

正切和差角公式的應用
配合課本 P.104隨堂練習

● ● ● ●6
如圖，ABFE, EFGH , HGCD皆為正方形，

設 ÐAHB = q, ÐADB = f，求 q + f的度數。

在VABH 中，tan q = 1
2

在VABD中，tanf = 1
3

Þ tan(q + f) =
tan q + tanf
1 - tan q tanf

=

1
2
+ 1

3

1 - 1
2
´ 1

3

= 1

又 q, f均為銳角Þ 0° < q + f < 180°
∴q + f = 45°

如圖，ABCD為一矩形，

且 AB
�

= BE
�

= EF
�

= FC
�，

若 ÐEAF = a, ÐFAC = b，

試求：

1�� tana。　 2�� tan b。

1�� 在VFAB中，tanÐFAB = 2

∴tana = tan(ÐFAB - 45°)

= tanÐFAB - tan 45°
1 + tanÐFAB ´ tan 45°

= 2 - 1
1 + 2 ´ 1

= 1
3

2�� 在VCAB中，tanÐCAB = 3

∴tan b = tan(ÐCAB -ÐFAB)

= tanÐCAB - tanÐFAB
1 + tanÐCAB ´ tanÐFAB

= 3 - 2
1 + 3 ´ 2

= 1
7
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正切和差角公式的應用
配合課本例題 6

● ● ●7
VABC 中，已知 tan A = 3, tanB = 1

5
，

1�� 試求 tanC 的值。

2�� 試利用計算機求 ÐC 的度數。（四捨五入

到整數位）

1�� tanC = tan[180° - (A + B)] = - tan(A + B)

= - tan A + tanB
1 - tan A tanB

= -
3 + 1

5

1 - 3 ´ 1
5

= -8

2�� tan(A + B) = 8ÞÐA +ÐB » 83°
∴ÐC = 180° - (ÐA +ÐB) » 180° - 83° = 97°

VABC 中，已知 tan A = -3, tanB = 1
3
，

1�� 試求 tanC 的值。

2�� 試利用計算機求 ÐC 的度數。（四捨五入

到整數位）

1�� tanC = tan[180° - (A + B)] = - tan(A + B)

= - tan A + tanB
1 - tan A tanB

= -
-3 + 1

3

1 - (-3) ´ 1
3

= 4
3

2�� ∵tanC = 4
3
，∴ÐC » 53°

平面上兩直線的交角
配合課本例題 7

● ● ●8
坐標平面上，已知兩直線 L1 : 3x + y + 1 = 0, 

L2 : 2x - y - 3 = 0，試求此二直線的交角。

設 L1, L2
與 x 軸正向

的夾角分別為 a, b
則 tana = -3, tan b = 2
由圖形可知，兩直線的
銳夾角 q = a - b
∴tan q = tan(a - b)

=
tana - tan b
1 + tana tan b

= -3 - 2
1 + (-3) ´ 2

= 1

Þ q = 45°
故兩直線的夾角為 45°和 180° - 45° = 135°

坐標平面上，已知兩直線 L1 : 3x - y = 0, 

L2 : 3x - 3y - 1 = 0，試求此二直線的交角。

設 L1, L2
與 x軸正向

的夾角分別為 a, b

則 tana = 3

tan b = 3
3

由圖形可知，兩直線
的銳夾角 q = a - b

∴tan q = tan(a - b) =
tana - tan b
1 + tana tan b

=
3 -

3
3

1 + 3 ´ 3
3

=
3
3

Þ q = 30°
故兩直線的夾角為 30°和 180° - 30° = 150°
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二倍角公式
　

● ●9
試求下列各式的值：

1�� 2sin 112.5°cos 112.5°。

2�� cos2 22.5° - sin2 22.5°。

3�� 2 tan 22.5°
1 - tan2 22.5°

。

1�� 所求 = sin(2 ´ 112.5°) = sin 225° = -sin 45°

= -
2
2

2�� 所求 = cos(2 ´ 22.5°) = cos 45° = 2
2

3�� 所求 = tan(2 ´ 22.5°) = tan 45° = 1

試求下列各式的值：

1�� 1 - 2sin2 67.5°。

2�� 2cos2 15° - 1。

3�� 2 tan 15°
1 - tan2 15°

。

1�� 所求 = cos(2 ´ 67.5°) = cos 135° = -cos 45°

= -
2
2

2�� 所求 = cos(2 ´ 15°) = cos 30° = 3
2

3�� 所求 = tan(2 ´ 15°) = tan 30° = 3
3

主題 2 倍角、半角公式
配合課本 P.107～P.111

1� 二倍角公式

1�� sin 2q = 2sin qcos q。

2�� cos 2q = cos2 q - sin2 q = 1 - 2sin2 q = 2cos2 q - 1。

3�� tan 2q = 2 tan q
1 - tan2 q

, tan2 q ¹ 1。

2� 半角公式

設 q為廣義角，則

1�� sin q
2
= ± 1 - cos q

2
。

2�� cos q
2
= ± 1 + cos q

2
。

3�� tan q
2
= ± 1 - cos q

1 + cos q
, cos q ¹ -1。

其中，sin q
2

, cos q
2
及 tan q

2
的正負，必須依據 q

2
所在的象限來判斷。
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二倍角公式
配合課本例題 8

● ● ●10
已知 q為第二象限角且 sin q = 1

3
，試求：

1�� sin 2q。　 2�� cos 2q。　 3�� tan 2q。

∵sin q = 1
3
，且 q為第二象限角

∴cos q = - 1 - sin2 q = - 2 2
3
，tan q = - 1

2 2

1�� sin 2q = 2sin q ×cos q = 2 ´ 1
3
´ (-

2 2
3

)

= -
4 2
9

2�� cos 2q = 1 - 2sin2 q = 1 - 2 ´ ( 1
3

)2 = 7
9

3�� tan 2q = 2 tan q
1 - tan2 q

=

2 ´ (- 1

2 2
)

1 - (- 1

2 2
)2
= -

4 2
7

已知 90° < q < 180°且 sin q = 2
3
，試求：

1�� cos 2q。　 2�� sin 2q。　 3�� tan 2q。

∵90° < q < 180°

∴cos q = - 1 - sin2 q = - 5
3

1�� cos 2q = 1 - 2sin2 q = 1 - 2 ´ ( 2
3

)2 = 1
9

2�� sin 2q = 2sin qcos q = 2 ´ 2
3
´ (-

5
3

)

= -
4 5
9

3�� tan 2q = sin 2q
cos 2q

=
-
4 5
9
1
9

= -4 5

二倍角公式
配合課本例題 9

● ● ●11
設 sin q - cos q = 1

5
，試求 sin 2q之值。

(sin q - cos q)2 = 1
5

Þ sin2 q + cos2 q - 2sin qcos q = 1
5

Þ 1 - 2sin qcos q = 1
5

Þ 2sin qcos q = 4
5

Þ sin 2q = 4
5

設 sin q + cos q = 1
3
，試求 sin 2q之值。

(sin q + cos q)2 = 1
3

Þ sin2 q + cos2 q + 2sin qcos q = 1
3

Þ 1 + 2sin qcos q = 1
3

Þ sin 2q = - 2
3
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半角公式
配合課本例題 10

● ● ●12
試利用半角公式，求 sin 22.5°, cos 22.5°與

tan 22.5°的值。

sin 22.5° = 1 - cos 45°
2

=
1 -

2
2

2
=

2 - 2
2

cos 22.5° = 1 + cos 45°
2

=
1 +

2
2

2
=

2 + 2
2

tan 22.5° = 1 - cos 45°
1 + cos 45°

=
1 -

2
2

1 +
2
2

=
2 - 2

2 + 2

=
(2 - 2 )2

(2 + 2 )(2 - 2 )
=
2 - 2

2

= 2 - 1

試利用半角公式，求 sin 5p
12

, cos 5p
12
與 tan 5p

12

的值。

sin 5p
12

=
1 - cos 5p

6
2

=
1 - (-

3
2

)

2

=
4 + 2 3

8
=

3 + 1

2 2
=

6 + 2
4

cos 5p
12

=
1 + cos 5p

6
2

=
1 + (-

3
2

)

2

=
4 - 2 3

8
=

3 - 1

2 2
=

6 - 2
4

tan 5p
12

=
1 - cos 5p

6

1 + cos 5p
6

=
1 - (-

3
2

)

1 + (-
3
2

)

=
2 + 3

2 - 3
= 2 + 3

半角公式
配合課本例題 11

● ● ●13
已知 180° < q < 270°且 cos q = - 3

5
，試求

sin q
2

, cos q
2
與 tan q

2
的值。

∵180° < q < 270°Þ 90° < q
2
< 135°

∴sin q
2
= 1 - cos q

2
=

1 - (- 3
5

)

2
=
2 5
5

cos q
2
= - 1 + cos q

2
= -

1 + (- 3
5

)

2
= -

5
5

tan q
2
= - 1 - cos q

1 + cos q
= -2

已知 540° < q < 630°且 cos q = - 4
5
，試求

sin q
2

, cos q
2
與 tan q

2
的值。

∵540° < q < 630°Þ 270° < q
2
< 315°

∴sin q
2
= - 1 - cos q

2
= -

1 - (- 4
5

)

2

= -
3 10
10

cos q
2
= 1 + cos q

2
=

1 + (- 4
5

)

2
=

10
10

tan q
2
= - 1 - cos q

1 + cos q
= -3
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二倍角公式
● ● ● ● ●14

試求 cos 20°cos 40°cos 80°的值。

2sin qcos q = sin 2qÞ sin qcos q = 1
2

sin 2q。

令 k = cos 20°cos 40°cos 80°
則 ksin 20° = sin 20°cos 20°cos 40°cos 80°

= 1
2

sin 40°cos 40°cos 80°

= 1
2

( 1
2

sin 80°)cos 80°

= 1
4

( 1
2

sin 160°)

= 1
8

sin 160° = 1
8

sin 20°

Þ ksin 20° = 1
8

sin 20°，∴k = 1
8

試求 cos p
15

cos 2p
15

cos 4p
15

cos 8p
15
的值。

令 k = cos p
15

cos 2p
15

cos 4p
15

cos 8p
15

則 ksin p
15

= sin p
15

cos p
15

cos 2p
15

cos 4p
15

cos 8p
15

= 1
2

sin 2p
15

cos 2p
15

cos 4p
15

cos 8p
15

= 1
4

sin 4p
15

cos 4p
15

cos 8p
15

= 1
8

sin 8p
15

cos 8p
15

= 1
16

sin 16p
15

= - 1
16

sin p
15

Þ ksin p
15

= - 1
16

sin p
15
，∴k = - 1

16

1� 三倍角公式

1�� sin 3q = 3sin q - 4sin3 q。
註：����������

2�� cos 3q = 4cos3 q - 3cos q。
註：�������� 3 = 4� 3 - 3���1.3� = 4.3� -3���

2� 常用解題公式

1�� sin(a + b)sin(a - b) = sin2a - sin2 b = cos2 b - cos2a。

2�� cos(a + b)cos(a - b) = cos2a - sin2 b = cos2 b - sin2a。

3�� sin 2q = 2 tan q
1 + tan2 q

。

4�� cos 2q = 1 - tan2 q
1 + tan2 q

。

5�� sin qsin(60° - q)sin(60° + q) = 1
4

sin 3q。

6�� cos qcos(60° - q)cos(60° + q) = 1
4

cos 3q。
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三倍角公式
● ● ●15

設 p
2
< q < p，若 cos q = - 1

3
，則 cos 3q, 

sin 3q之值為何？

∵ p
2
< q < p且 cos q = - 1

3

∴sin q = 1 - (- 1
3

)2 =
2 2
3

因此，cos 3q = 4cos3 q - 3cos q

= 4 ´ (- 1
3

)3 - 3 ´ (- 1
3

) = 23
27

sin 3q = 3sin q - 4sin3 q

= 3 ´ (
2 2
3

) - 4 ´ (
2 2
3

)3 =
-10 2
27

若 sin q + cos q = 1
3
，則 cos 3q - sin 3q之值

為何？

∵sin q + cos q = 1
3
，∴(sin q + cos q)2 = 1

9

Þ 1 + 2sin qcos q = 1
9
Þ sin qcos q = - 4

9

因此，cos 3q - sin 3q

= (4cos3 q - 3cos q) - (3sin q - 4sin3 q)

= 4(sin3 q + cos3 q) - 3(sin q + cos q)

= 4(sinq+ cosq)(sin2q- sinqcosq+ cos2q)- 3 ´ 1
3

= 4 ´ ( 1
3

)[1 - (- 4
9

)] - 1 = 25
27

試化簡 sin 3q
sin q

- cos 3q
cos q

。

所求 = 3sin q - 4sin3 q
sin q

- 4cos3 q - 3cos q
cos q

= 3 - 4sin2 q - 4cos2 q + 3 = 6 - 4(sin2 q + cos2 q) = 6 - 4 = 2

三倍角公式
● ● ● ●16

設多項式 f (x) = 4x3 - 3x + 3，試求 f (x)除

以 (x - cos 70°)的餘式。

由餘式定理可得

f (x)除以 (x - cos 70°)的餘式
= f (cos 70°)

= 4cos3 70° - 3cos 70° + 3

= (4cos3 70° - 3cos 70°) + 3
= cos 210° + 3

= -
3
2

+ 3

= 3 -
3
2

設多項式 f (x) = 8x3 + 4x2 - 6x - 2，試求

f (x)除以 (x - sin 105°)的餘式。

由餘式定理可得

f (x)除以 (x - sin 105°)的餘式
= f (sin 105°)

= 8sin3 105° + 4sin2 105° - 6sin 105° - 2

= -2(3sin 105° - 4sin3 105°) - 2(1 - 2sin2 105°)
= -2sin 315° - 2cos 210°

= -2 ´ (-
2
2

) - 2 ´ (-
3
2

)

= 2 + 3
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常用解題公式
● ● ●17

已知 tan q
2
= 3

4
，試求 sin q與 cos q。

sin q =
2 tan q

2

1 + tan2 q
2

=
2 ´ 3

4

1 + ( 3
4

)2
=

3
2
25
16

= 24
25

cos q =
1 - tan2 q

2

1 + tan2 q
2

=
1 - ( 3

4
)2

1 + ( 3
4

)2
= 7
25

已知 tan q
2
= 3，試求 sin 2q。

sin q =
2 tan q

2

1 + tan2 q
2

= 2 ´ 3
1 + 32 =

3
5

cos q =
1 - tan2 q

2

1 + tan2 q
2

= 1 - 32

1 + 32 = -
4
5

因此，sin 2q = 2sin qcos q = 2 ´ 3
5
´ (- 4

5
) = - 24

25

常用解題公式
● ● ●18

試求 sin2 37.5° - sin2 7.5°。

所求 = sin(37.5° + 7.5°)sin(37.5° - 7.5°)
= sin 45°sin 30°

=
2
2

´ 1
2
=

2
4

已知 a + b = 30°，試求 sin2a - sin2 b的最大

值與最小值。

sin2a - sin2 b = sin(a + b)sin(a - b)

= sin 30°sin(a - b) = 1
2

sin(a - b)

∵-1 £ sin(a - b) £ 1
∴當 sin(a - b) = 1時

sin2a - sin2 b有最大值 = 1
2

當 sin(a - b) = -1時

sin2a - sin2 b有最小值 = - 1
2

常用解題公式
● ● ●19

試求 sin 20°sin 40°sin 80°。

所求 = sin 20°sin(60° - 20°)sin(60° + 20°)

= 1
4

sin 60° = 1
4
´ 3

2
=

3
8

試求 sin 10°sin 50°sin 70°。

所求 = sin 10°sin(60° - 10°)sin(60° + 10°)

= 1
4

sin 30° = 1
4
´ 1

2
= 1

8
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2-3　

1� 試求下列各式的值：

1�� sin 42°cos 18° + cos 42°sin 18°。

2�� cos 179°cos 61° - sin 179°sin 61°。

3�� sin 100°sin 160° - cos 200°cos 280°。

4�� tan 20° + tan 40° + 3 tan 20° tan 40°。

5�� (1 + tan 37.5°)(1 + tan 7.5°)。

1�� 3
2
　 2�� - 1

2
　 3�� 1

2
　 4�� 3　 5�� 2

2� 若 p
2
< a < p, p

2
< b < p，且 sina = 2

5
, cos b = - 3

10
，則 cos(a + b)之值為何？

2
10

3� 若 a, b均為銳角，且 sina = 13
14

, sin b = 11
14
，則 a + b為幾度？

120°

4� 若 tana = 1，tan(a - b) = 1
3
，則 tan b之值為何？

1
2
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5� 如圖，將三個大小相同的正方形排成一列，試求 q。
135°

6� 坐標平面上，已知兩直線 L1 : 2x + y + 3 = 0, L2 : 3x - y + 1 = 0，試求 L1
與 L2

的交角。

45°與 135°

7� VABC 中，已知 ÐB = 2ÐA，且 sin A = 1
3
，試問：

1�� cosB之值為何？

2�� sinC 之值為何？

1�� 7
9
　 2�� 23

27

8� 設 sin q + cos q = 1
2

, 90° < q < 135°，試問：

1�� sin 2q之值？

2�� sin q - cos q之值？

3�� sin q之值？

1�� - 3
4
　 2�� 7

2
　 3�� 1 + 7

4

9� 如圖，若 ÐBAC =ÐCAD = 15°, AD
�

= 4，則 BC
�之值為何？

1
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10� 若 cos q + 3sin q
2cos q - sin q

= 3，則 tan 2q之值為何？

60
11

11� 下列各選項中，哪些值大於 1
2
？

A�� 2sin 40°cos 40° B�� 2cos2 40° - 1 C�� 1 - 2sin2 20°

D�� 2 tan 25°
1 - tan2 25°

E�� 3sin 10° - 4sin3 10°

A�� C�� D��

12� 如圖，ÐCBA =ÐCDA = 90°, AB
�

= AD
�

= 4, CB
�

= CD
�

= 3，

若 DE
�

^ AB
�，則 DE

�之值為何？
96
25

13� 設 3p
2

< q < 2p，試化簡 1 + sin q - 1 - sin q。（化簡至三角函數不在根號或絕對值符號

內）

-2sin q
2

14� 設 p
2
< q < p，若 sin q與 cos q為方程式 25x2 - 5x + a = 0的兩根，則下列各選項中，哪些

是正確的？

A�� a = -12　 B�� sin q = 4
5
　 C�� sin 2q = 24

25
　D�� sin q

2
= 2

5
　 E�� tan q

2
= 2

A�� B�� D�� E��
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15� 如圖，單位圓的圓心在原點 O，已知 AB = BC，若點 C 的坐標為

(- 5
13

, 12
13

)，則點 B的坐標為何？

( 2

13
, 3

13
)

16� 已知 tan A = -2, tanB = 3，求 cos(A - B)
sin(A + B)

的值。

-5

17� 設 a = sin 11° + cos 11°, b = sin 33° + cos 33°, c = sin 55° + cos 55°, d = sin 77° + cos 77°，試比

較 a, b, c, d四數的大小順序。
c > b > d > a

18� 若 sina + cos b = 3

cosa + sin b = 1
ì
í
î

，試求 1�� sin(a + b)的值。　 2�� tan(
a + b
2

)的值。

1�� 1　 2�� 1

19� 1�� 試求多項式 f (x) = 4x3 - 3x + 1除以 x - cos 20°之餘式。

2�� 試求多項式 g(x) = 16x3 - 4x2 - 12x + 2除以 x + sin 15°之餘式。

1�� 3
2
　 2�� 2 2 + 3
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2­4　正餘弦的疊合

正餘弦的疊合
配合課本例題 1

● ● ●1
試 將 函 數 y = sin x + 3 cos x 表 示 成

y = r sin(x + q) 的 形 式，其 中 r > 0, 

0 < q < 2p，並描述如何利用 y = sin x的圖形

作鉛直伸縮與平移得到 y = sin x + 3 cos x

的圖形。

y = sin x + 3 cos x

= 12 + ( 3 )2 [ 1

12 + ( 3 )2
sin x

+
3

12 + ( 3 )2
cos x]

= 2( 1
2

sin x +
3
2

cos x)

= 2(sin xcos p
3
+ cos x sin p

3
)

= 2sin(x + p
3

)

因此，將 y = sin x的圖形沿鉛直方向拉伸為原

來的 2 倍，再向左平移 p
3
單位，就可得

y = sin x + 3 cos x的圖形

試 將 函 數 y = sin x - cos x 表 示 成

y = r sin(x - q) 的 形 式，其 中 r > 0, 

0 < q < 2p，並描述如何利用 y = sin x的圖形

作鉛直伸縮與平移得到 y = sin x - cos x 的

圖形。
y = sin x - cos x

= 12 + (-1)2 ( 1

2
sin x - 1

2
cos x)

= 2 (sin xcos p
4
- cos x sin p

4
)

= 2 sin(x - p
4

)

因此，將 y = sin x的圖形沿鉛直方向拉伸為原

來的 2 倍，再向右平移 p
4
單位，就可得

y = sin x - cos x的圖形

主題 1 正餘弦的疊合
配合課本 P.116～P.119

1� 正弦與餘弦函數的疊合

若 a, b是不全為 0的實數，則函數 y = asin x + bcos x可表示成 y = r sin(x + q)，

其中 r = a2 + b2，q滿足 cos q = a

a2 + b2
且 sin q = b

a2 + b2
；

函數 y = asin x + bcos x也可以表示成 y = rcos(x - f)，其中 r = a2 + b2，

q滿足 cosf = b

a2 + b2
且 sinf = a

a2 + b2
。

因此，一個正弦波和一個同週期的餘弦波之和，仍是一個同週期的正弦波或餘弦
波。
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正餘弦的疊合
配合課本 P.118隨堂練習

● ● ●2
試 將 函 數 y = sin x + 3 cos x 表 示 成

y = rcos(x - q) 的 形 式，其 中 r > 0, 

0 < q < 2p，並描述如何利用 y = cos x的圖形

作鉛直伸縮與平移得到 y = sin x + 3 cos x

的圖形。

y = sin x + 3 cos x

= 12 + ( 3 )2 [ 1

12 + ( 3 )2
sin x

+
3

12 + ( 3 )2
cos x]

= 2( 1
2

sin x +
3
2

cos x)

= 2(sin x sin p
6
+ cos xcos p

6
)

= 2cos(x - p
6

)

因此，將 y = cos x的圖形沿鉛直方向拉伸為原

來的 2 倍，再向右平移 p
6
單位，就可得

y = sin x + 3 cos x的圖形

試 將 函 數 y = sin x - cos x 表 示 成

y = rcos(x + q) 的 形 式，其 中 r > 0, 

0 < q < 2p，並描述如何利用 y = cos x的圖形

作鉛直伸縮與平移得到 y = sin x - cos x 的

圖形。
y = sin x - cos x

= 12 + (-1)2 ( 1

2
sin x - 1

2
cos x)

= 2 (-sin x sin 5p
4

+ cos xcos 5p
4

)

= 2 cos(x + 5p
4

)

因此，將 y = cos x的圖形沿鉛直方向拉伸為原

來的 2 倍，再向左平移 5p
4
單位，就可得

y = sin x - cos x的圖形

主題 2 正餘弦疊合的應用
配合課本 P.119～P.126

1� 函數 y =a sin x +b cos x的最大值與最小值問題

函數 y = asin x + bcos x都可化為 y = a2 + b2 sin(x + q)的形式，並且滿足以下性
質：

1�� 函數 y = asin x + bcos x圖形的週期為 2p，振幅為 a2 + b2。

2�� ∵- a2 + b2 £ a2 + b2 sin(x + q) £ a2 + b2，

∴函數 y = asin x + bcos x的最大值為 a2 + b2，最小值為 - a2 + b2。
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函數 y = a sin x + b cos x的最大值與最小值
配合課本例題 2

● ● ●3
試求下列各函數的最大值、最小值與週期：

1�� y = 3 sin x - cos x。

2�� y = 3sin 2x + cos 2x。

1�� y = 3 sin x - cos x

= ( 3 )2 + (-1)2 (
3
2

sin x - 1
2

cos x)

= 2(sin xcos p
6
- cos x sin p

6
)

= 2sin(x - p
6

)

∵-1 £ sin(x - p
6

) £ 1

∴y的最大值為 2 ´ 1 = 2
最小值為 2 ´ (-1) = -2

且知函數 y = 3 sin x - cos x 圖形的週期
為 2p

2�� y = 3sin 2x + cos 2x

= 32 + 12 ( 3

10
sin 2x + 1

10
cos 2x)

= 10 ( 3

10
sin 2x + 1

10
cos 2x)

令 cos q = 3

10
, sin q = 1

10

則 y = 10 (sin 2xcos q + cos 2x sin q)

= 10 sin(2x + q)

∵-1 £ sin(2x + q) £ 1

∴y的最大值為 10 ´ 1 = 10

最小值為 10 ´ (-1) = - 10

且知函數 y = 3sin 2x + cos 2x圖形的週期

為 2p
2

= p

試求下列各函數的最大值、最小值與週期：

1�� y = sin x + cos x。

2�� y = 3sin x
2
- 4cos x

2
。

1�� y = sin x + cos x

= 12 + 12 ( 1

2
sin x + 1

2
cos x)

= 2 (sin xcos p
4
+ cos x sin p

4
)

= 2 sin(x + p
4

)

∵-1 £ sin(x + p
4

) £ 1

∴y的最大值為 2 ´ 1 = 2

最小值為 2 ´ (-1) = - 2

且知函數 y = sin x + cos x 圖形的週期為
2p

2�� y = 3sin x
2
- 4cos x

2

= 32 + (-4)2 ( 3
5

sin x
2
- 4

5
cos x

2
)

= 5( 3
5

sin x
2
- 4

5
cos x

2
)

令 cos q = 3
5

, sin q = 4
5

則 y = 5(sin x
2

cos q - cos x
2

sin q)

= 5sin( x
2
- q)

∵-1 £ sin( x
2
- q) £ 1

∴y的最大值為 5 ´ 1 = 5
最小值為 5 ´ (-1) = -5

且知函數 y = 3sin x
2
- 4cos x

2
圖形的週

期為 2p
1
2

= 4p
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函數 y = a sin x + b cos x的最大值與最小值
配合課本例題 3

● ● ●4
試求函數 y = 2sin x - 2 3 cos x + 1 在下列

各範圍內的最大值與最小值，並求發生最大

值與最小值時所對應的 x值。

1�� 0 £ x < 2p。 2�� 0 £ x £ p。

y = 2sin x - 2 3 cos x + 1

= 22 + (-2 3 )2 ( 2
4

sin x -
2 3
4

cos x) + 1

= 4(sin xcos p
3
- cos x sin p

3
) + 1

= 4sin(x - p
3

) + 1

1�� ∵0 £ x < 2p，∴- p
3
£ x - p

3
< 5p

3

由正弦函數的圖形得知 -1 £ sin(x - p
3

) £ 1

∴ 1  當 x - p
3
= p

2
，即 x = 5p

6
時，y有最

大值為 4 ´ 1 + 1 = 5

2  當 x - p
3
= 3p

2
，即 x = 11p

6
時，y有

最小值為 4 ´ (-1) + 1 = -3

2�� ∵0 £ x £ p，∴- p
3
£ x - p

3
£ 2p

3

由正弦函數的圖形得知 -
3
2

£ sin(x - p
3

) £ 1

∴ 1  當 x - p
3
= p

2
，即 x = 5p

6
時，y有最

大值為 4 ´ 1 + 1 = 5

2  當 x - p
3
= - p

3
，即 x = 0時，y有最

小值為 4 ´ (-
3
2

) + 1 = -2 3 + 1

試求函數 y = sin 2x + cos 2x - 2在下列各範

圍內的最大值與最小值，並求發生最大值與

最小值時所對應的 x值。

1�� 0 £ x < p。 2�� 0 £ x £ p
2
。

y = sin 2x + cos 2x - 2

= 12 + 12 ( 1

2
sin 2x + 1

2
cos 2x) - 2

= 2 (sin 2xcos p
4
+ cos 2x sin p

4
) - 2

= 2 sin(2x + p
4

) - 2

1�� ∵0 £ x < p，∴ p
4
£ 2x + p

4
< 9p

4

由正弦函數的圖形得知 -1 £ sin(2x + p
4

) £ 1

∴ 1  當 2x + p
4
= p

2
，即 x = p

8
時，y有最

大值為 2 ´ 1 - 2 = 2 - 2

2  當 2x + p
4
= 3p

2
，即 x = 5p

8
時，y有

最小值為 2 ´ (-1) - 2 = - 2 - 2

2�� ∵0 £ x £ p
2
，∴ p

4
£ 2x + p

4
£ 5p

4

由正弦函數的圖形得知 -
2
2

£ sin(2x+ p
4

)£1

∴ 1  當 2x + p
4
= p

2
，即 x = p

8
時，y有最

大值為 2 ´ 1 - 2 = 2 - 2

2  當 2x + p
4
= 5p

4
，即 x = p

2
時，y有最

小值為 2 ´ (-
2
2

) - 2 = -3
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函數 y = a sin x + b cos x的最大值與最小值
配合課本例題 4

● ● ● ●5
試 在 0 £ x < 2p 的 範 圍 內，求 函 數

y = sin( p
6
+ x) - cos x的最大值與最小值，

以及發生最大值與最小值時所對應的 x值。

y = sin( p
6
+ x) - cos x

= sin p
6

cos x + cos p
6

sin x - cos x

= 1
2

cos x +
3
2

sin x - cos x

=
3
2

sin x - 1
2

cos x

= sin xcos p
6
- cos x sin p

6

= sin(x - p
6

)

∵0 £ x < 2p，∴- p
6
£ x - p

6
< 11p

6

由正弦函數的圖形得知 -1 £ sin(x - p
6

) £ 1

∴ 1  當 x - p
6
= p

2
，即 x = 2p

3
時，y有最大值

為 1

2  當 x - p
6
= 3p

2
，即 x = 5p

3
時，y有最小

值為 -1

試 在 0 £ x £ p 的 範 圍 內，求 函 數

y = 2sin( p
6
- x) - 2cos x 的最大值與最小

值，以及發生最大值與最小值時所對應的 x

值。

y = 2sin( p
6
- x) - 2cos x

= 2(sin p
6

cos x - cos p
6

sin x) - 2cos x

= cos x - 3 sin x - 2cos x

= - 3 sin x - cos x

= - ( 3 sin x + cos x)

= -2(
3
2

sin x + 1
2

cos x)

= -2(sin xcos p
6
+ cos x sin p

6
)

= -2sin(x + p
6

)

∵0 £ x £ p，∴ p
6
£ x + p

6
£ 7p

6

由正弦函數的圖形得知 - 1
2
£ sin(x + p

6
) £ 1

∴ 1  當 x + p
6
= 7p

6
，即 x = p時，y有最大值

為 -2 ´ (- 1
2

) = 1

2  當 x + p
6
= p

2
，即 x = p

3
時，y有最小值

為 -2 ´ 1 = -2
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正餘弦疊合的應用
配合課本例題 5

● ● ● ●6
設矩形 ABCD內接於半

徑 為 5 的 圓，令

ÐACB = q (0 < q < p
2

)，

1�� 試 以 q 表 示 矩 形

ABCD的周長。

2�� 試求矩形 ABCD周長的最大值。
由圖可知，AB

�
= 10sin q, BC

�
= 10cos q

1�� 矩形 ABCD的周長 = 2(AB
�

+ BC
�

)

= 2(10sin q + 10cos q) = 20sin q + 20cos q

2�� 由 1��得矩形 ABCD的周長
= 20sin q + 20cos q

= 20 2 ( 1

2
sin q + 1

2
cos q)

= 20 2 (sin qcos p
4
+ cos qsin p

4
)

= 20 2 sin(q + p
4

)

∵0 < q < p
2
，∴ p

4
< q + p

4
< 3p

4

因此，當 q + p
4
= p

2
，即 q = p

4
時

矩形 ABCD的周長有最大值

= 20 2 ´ 1 = 20 2

如圖，已知扇形 OAB

的圓心角為 p
3
，半徑

為 2，P為 AB弧上的

一個動點，ÐPOA = q，

1�� 試以 q 表示四邊

形 OAPB的面積。

2�� 試求四邊形 OAPB的最大面積。

1�� 由圖可知
四邊形 OAPB面積

=VPOA面積 +VPOB面積

= 1
2
´ 2 ´ 2 ´ sin q + 1

2
´ 2 ´ 2 ´ sin( p

3
- q)

= 2sin q + 2sin( p
3
- q)

= 2sin q + 2(sin p
3

cos q - cos p
3

sin q)

= 2sin q + 3 cos q - sin q

= sin q + 3 cos q

2�� 由 1��得四邊形 OAPB面積

= sin q + 3 cos q

= 2( 1
2

sin q + 3
2

cos q)

= 2(sin qcos p
3
+ cos qsin p

3
)

= 2sin(q + p
3

)

∵0 < q < p
3
，∴ p

3
< q + p

3
< 2p

3

因此，當 q + p
3
= p

2
，即 q = p

6
時

四邊形 OAPB有最大面積 = 2 ´ 1 = 2

https://xyz88.com
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正餘弦疊合的應用
配合課本例題 6

● ● ● ●7

試求 1
sin 10°

-
3

cos 10°
的值。

所求 =
cos 10° - 3 sin 10°

sin 10°cos 10°

=
2( 1

2
cos 10° - 3

2
sin 10°)

1
2
´ 2sin 10°cos 10°

=
2(sin 30°cos 10° - cos 30°sin 10°)

1
2

sin 20°

=
2sin(30° - 10°)

1
2

sin 20°

= 2sin 20°
1
2

sin 20°
= 4

試求 1
cos 340°

+
3

sin 340°
的值。

所求 =
sin 340° + 3 cos 340°

sin 340°cos 340°

=
2( 1

2
sin 340° + 3

2
cos 340°)

1
2
´ 2sin 340°cos 340°

=
2(sin 340°cos 60° + cos 340°sin 60°)

1
2

sin 680°

=
2sin(340° + 60°)

1
2

sin 320°

= 2sin 400°
- 1
2

sin 40°

= 2sin 40°
- 1
2

sin 40°
= -4

正餘弦疊合的應用
配合課本例題 7

● ● ●8
試在 0 £ x < 2p 的範圍內，求方程式

3 cos x - sin x = 2 的解。

∵ 3 cos x - sin x = 2(
3
2

cos x - 1
2

sin x)

= 2(sin p
3

cos x - cos p
3

sin x) = 2sin( p
3
- x)

∴原方程式可改寫為 2sin( p
3
- x) = 2

Þ sin( p
3
- x) =

2
2
Þ sin(x - p

3
) = -

2
2

∵0 £ x < 2p，∴- p
3
£ x - p

3
< 5p

3

因此，x - p
3
= - p

4
或 5p

4

Þ x = p
12
或 19p

12

試在 0 £ x < 2p 的範圍內，求方程式

sin x - cos x = 2 的解。

∵sin x - cos x = 2 ( 1

2
sin x - 1

2
cos x)

= 2 (sin xcos p
4
- cos x sin p

4
) = 2 sin(x - p

4
)

∴原方程式可改寫為 2 sin(x - p
4

) = 2

Þ sin(x - p
4

) = 1

∵0 £ x < 2p，∴- p
4
£ x - p

4
< 7p

4

因此，x - p
4
= p

2

Þ x = 3p
4

https://xyz88.com
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試在 0 £ x < 2p的範圍內，求不等式 3 cos x - sin x £ 2 的解。

∵ 3 cos x - sin x = 2(
3
2

cos x - 1
2

sin x)

= 2(sin p
3

cos x - cos p
3

sin x) = 2sin( p
3
- x)

∴原不等式可改寫為 2sin( p
3
- x) £ 2 Þ sin( p

3
- x) £ 2

2

Þ -sin(x - p
3

) £ 2
2
Þ sin(x - p

3
) ³ - 2

2

∵0 £ x < 2p，∴- p
3
£ x - p

3
< 5p

3

由圖形可知 p
12

£ x £ 19p
12

正餘弦疊合的應用
● ● ● ●9

設 0 £ x < p，試求 y = 3sin2 x - 2sin xcos x +

cos2 x的最大值與最小值。

y = 3sin2 x - 2sin xcos x + cos2 x

= 3 ´ 1 - cos 2x
2

- sin 2x + 1 + cos 2x
2

= -sin 2x - cos 2x + 2

= 2 sin(2x - 3p
4

) + 2

∵0 £ x < p，∴- 3p
4

£ 2x - 3p
4

< 5p
4

因此，當 2x - 3p
4

= p
2
時

y有最大值 = 2 ´ 1 + 2 = 2 + 2

當 2x - 3p
4

= - p
2
時

y有最小值 = 2 ´ (-1) + 2 = 2 - 2

設 0 £ x £ p
2
，試求 y = sin2 x + sin xcos x +

2cos2 x的最大值與最小值。

y = sin2 x + sin xcos x + 2cos2 x

= 1 - cos 2x
2

+ 1
2

sin 2x + 2 ´ 1 + cos 2x
2

= 1
2

sin 2x + 1
2

cos 2x + 3
2

=
2
2

sin(2x + p
4

) + 3
2

∵0 £ x £ p
2
，∴ p

4
£ 2x + p

4
£ 5p

4

因此，當 2x + p
4
= p

2
時

y有最大值 =
2
2

´ 1 + 3
2
=
3 + 2

2

當 2x + p
4
= 5p

4
時

y有最小值 =
2
2

´ (-
2
2

) + 3
2
= 1

https://xyz88.com
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正餘弦疊合的應用
● ● ● ●10

已知函數 f (x) = sin x + cos x + 2sin xcos x，

x為實數，

1�� 令 sin x + cos x = t，試求 t的範圍。

2�� 承第 1��題，試以 t來表示 f (x)。

3�� 由第 1��、 2��題，試求出 f (x)的最大值與

最小值。

1�� t = sin x + cos x = 2 ( 1

2
sin x + 1

2
cos x)

= 2 sin(x + p
4

)

∴當 sin(x + p
4

) = 1時

t有最大值 = 2 ´ 1 = 2

當 sin(x + p
4

) = -1時

t有最小值 = 2 ´ (-1) = - 2

2�� ∵sin x + cos x = t

t2 = (sin x + cos x)2 = 1 + 2sin xcos x

Þ 2sin xcos x = t2 - 1

因此， f (x) = sin x + cos x + 2sin xcos x

= t + (t2 - 1) = t2 + t - 1

3�� 由 2��可得 f (x) = t2 + t - 1 = (t + 1
2

)2 - 5
4

又 - 2 £ t £ 2

∴當 t = - 1
2
時， f (x)有最小值 = - 5

4

當 t = 2 時， f (x)有最大值

= ( 2 )2 + 2 - 1 = 1 + 2

設 f (x) = (1 + sin x)(1 + cos x)，其中 x為實

數，試求 f (x)的最大值與最小值。

f (x) = (1 + sin x)(1 + cos x)

= 1 + sin x + cos x + sin xcos x

令 sin x + cos x = t，則 - 2 £ t £ 2

且 sin xcos x = t2 - 1
2

f (x) = 1 + sin x + cos x + sin xcos x

= 1 + t + t2 - 1
2

=
(t + 1)2

2
∴當 t = -1時， f (x)有最小值 = 0

當 t = 2 時， f (x)有最大值

=
( 2 )2 + 2 2 + 1

2
=
3 + 2 2

2

https://xyz88.com
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正餘弦疊合的應用
● ● ● ●11

設 x為實數，y = 3 + sin x
2 - cos x

，試求 y的範圍。

y = 3 + sin x
2 - cos x

Þ 3 + sin x = 2y - ycos x

Þ 2y - 3 = sinx + ycosx

= 1 + y2( 1

1 + y2
sinx +

y

1 + y2
cosx)

= 1 + y2 sin(x + q)

（其中 cosq = 1

1 + y2
, sinq =

y

1 + y2
）

∵x為實數

∴ 2y - 3| | = sin x + ycos x| | £ 1 + y2

Þ (2y - 3)2 £ 1 + y2Þ 3y2 - 12y + 8 £ 0

Þ (y -
6 - 2 3

3
)(y -

6 + 2 3
3

) £ 0

∴ 6 - 2 3
3

£ y £ 6 + 2 3
3

設 x為實數，y = 2cos x
3 + sin x

，試求 y的範圍。

y = 2cos x
3 + sin x

Þ 3y + ysin x = 2cos x

Þ 3y = 2cos x - ysin x

= 4 + y2 ( 2

4 + y2
cos x -

y

4 + y2
sin x)

= 4 + y2 sin(q - x)

（其中 sin q = 2

4 + y2
, cos q =

y

4 + y2
）

∵x為實數

∴ 3y| | = 2cos x - ysin x| | £ 4 + y2

Þ 9y2 £ 4 + y2Þ 8y2 £ 4Þ y2 £ 1
2

∴-
2
2

£ y £ 2
2

https://xyz88.com
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2-4　

1� 試求下列各函數的最大值、最小值與其週期：

1�� y = 2sin x - 2cos x。　 2�� y = 2 3 cos 2x - 2sin 2x。　 3�� y = sin x
2
- 2cos x

2
。

1�� 2 2； -2 2；2p　 2�� 4； -4；p　 3�� 5； - 5；4p

2� 若 sin x - 3 cos x = acos(x - q)，其中 a > 0, 0° £ q £ 360°，則 a與 q之值為何？

2；150°

3� 設 180° < A < 270°且 3 sin A + cos A = 2sin 2020°，若 A =m°，則m之值為何？
190

4� 關於函數 f (x) = 3 cos x - sin x，其中 x為任意實數，請選出正確的選項。

A�� f (x)有最大值 3 + 1

B�� f (x)是一個週期函數，其最小正週期為 2p

C�� y = f (x)的圖形對稱於直線 x = - p
6

D�� y = f (x)的圖形與 x軸的交點中，離原點最近的為 (- p
6

, 0)

E�� y = f (x)的圖形對稱於原點
B�� C��

https://xyz88.com
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5� 設 y = 3 sin q - cos q + 1, 30° £ q £ 150°，則

1�� 當 q幾度時，y有最大值，其值為何？

2�� 當 q幾度時，y有最小值，其值為何？

1�� 120°；3　 2�� 30°；1

6� 設 0° £ x £ 90°，則 f (x) = 3sin x + 4cos x + 9之最大值與最小值的和為何？
26

7� 如圖，一半徑為 100公尺的圓形水池上，建有一「 」字型的木橋，

且 BO
�

= CO
�

, ÐABC =ÐBCD = 90°，則

1�� AB
�

+ BC
�

+ CD
�之木橋總長最長為幾公尺？

2�� 此時 AB
�與 BC

�為幾公尺？

1�� 200 2　 2�� 50 2；100 2

8� 附圖是曲線 y = asin x + bcos x圖形的一部分，則 y之週

期、a與 b之值為何？

2p； 3； -1

9� 關於函數 y = f (x) = 2cos( p
3
- x) - 2cos x，請問下列各敘述何者為真？

A�� 函數 y = f (x)的週期為 2p B�� 函數 y = f (x)的最大值為 1

C�� f (3) > 0 D�� 在 p
2
£ x £ p時，y = f (x)的圖形為遞減

A�� C��

10� 若 0 £ x < 2p，則方程式 3 sin x - cos x = 1的解為何？（有兩解）

x = p
3
或 p
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11� 試求 3
cos 290°

+ 1
sin 250°

。

4

12� 設 f (x) = 2sin2 x + 3 sin 2x，則 f (x)之最大值為何？
3

13� 如圖所示，扇形 OAB的半徑為 2，ÐAOB = 60°，若 P為 AB上一

點，ÐAOP = a，則四邊形 OAPB面積的最大值為何？
2

14� 函數 f (x) = sin2 x + 2sin xcos x - cos2 x，且 0 £ x £ p
2
，則 x = a時， f (x)有最小值 b，試

求數對 (a, b)。
(0, -1)

15� 設 0 £ x £ p，若 y = sin 2x - sin x - cos x + 4之最大值 M，最小值m，則數對 (M , m)為

何？

(5, 11
4

)

16� 若 p
12

£ q £ 3p
4

, f (q) = 3sin2 q + 4 3 sin qcos q - cos2 q可化成 asin(2q - b) + c, 0 < b < p
2
，

且當 q = a時， f (q)有最大值 b，則　

A�� a = 4　 B�� b = p
6
　 C�� c = 1　D�� a = p

3
　 E�� b = 5

A�� B�� C�� D�� E��
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第 2章　

1� 已知圓的半徑為 10，扇形圓心角為 5p
6
弳，則此扇形之周長與面積為何？ [2 - 1]

20 + 25p
3
； 125p

3

2� 試求下列各小題之值：

1�� tan p
3
+ cos 3p

4
- sin p

6
´ tanp。

2�� tan2 p
5

cos2 p
5
+ cos p

5
- sin 7p

10
+ sin2 3p

10
。 [2 - 1]

1�� 3 -
2
2
　 2�� 1

3� 關於三角函數值的大小，下列哪些選項是正確的？

A�� cos 1 > sin 1°　 B�� cos 10 > cos 1　 C�� cos 10 > cos 10°　D�� tan 3 > tan 3°　 E�� sinp < sinp°

[2 - 1]

A�� E��

4� 下列哪些選項正確？

A�� 100的最大負同界角為 100 - 32p　 B�� sin 100 > 0　 C�� cos 100 > 0　D�� tan 100 > 0

E�� cos 100 < 2
2

[2 - 1]

A�� C��

5� 右圖可為下列哪些函數的（部分）圖形？

A�� y = 2sin 3x　 B�� y = -2sin 3x　 C�� y = 2sin(x - p
3

)

D�� y = 2cos 3(x + p
6

)　 E�� y = -2cos 3(x - p
6

) [2 - 2]

B�� D�� E��
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6� 試判斷下列哪些選項是正確的？

A�� sin 1 > sin 2 > sin 3 B�� cos 1 > cos 3 > cos 2 C�� tan 1 > tan 3 > tan 2

D�� 圖形 y = sin x的週期為 p E�� 方程式 5sin x = x共有 3個實根 [2 - 2]

C�� E��

7� 下列選項哪些是正確的？

A�� y = 3cos 2x圖形的週期為 2p

B�� y = 3cos 2x圖形的振幅為 3

C�� y = cos2 x圖形的週期為 2p

D�� y = cos2 x圖形的振幅為 1
2

E�� 在 0 £ x £ 4p範圍內，y = sin 2x的圖形與 y = cos x的圖形共有 8個交點 [2 - 2]

B�� D�� E��

8� 若VABC 內角滿足 cos AcosB > sin AsinB，則此三角形必為何種三角形？

A�� 銳角三角形　 B�� 鈍角三角形　 C�� 直角三角形　D�� 等腰三角形　 E�� 正三角形 [2 - 3]

B��

9� 若 tan(A - B) = -2，tan A = 7，則

1�� tanB之值為何？　 2�� tan(A + B)之值為何？ [2 - 3]

1�� - 9
13
　 2�� 41

38

10� 已知 q為第二象限角，且 sin q = 3
5
，則

1�� sin 2q之值為何？　 2�� cos 2q之值為何？ [2 - 3]

1�� - 24
25
　 2�� 7

25
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11� 阿三和小民將老師指派的功課 3 sin x + cos x分別疊合成 asin(bx + c)與 dcos(ex + f )，

已知 a, b, d, e > 0，0 < c, f < 2p，則

1�� 數組 (a, b, d, e)之值為何？　 2�� 數組 (c, f )之值為何？ [2 - 4]

1�� (2, 1, 2, 1)　 2�� ( p
6

, 5p
3

)

12� 在 p
3
£ x £ 11p

6
的範圍內，若函數 y = 2 3 sin(x - p

6
) - 4sin x的最大值為 M，最小值為

m，則數對 (M , m)之值為何？ [2 - 4]

(2, - 3 )

13� 已知函數 f (x) = 3sin x - 3cos x - 2，在 x = q1
時有最大值 M，在 x = q2

時有最小值m，

則下列那些選項正確？

A�� cos q1 = -
1
2

B�� sin q2 =
1
2

C�� 數對 (M , m) = (3 2 - 2, -3 2 - 2)

D�� y = f (x)是週期為 2p的週期函數

E�� 若 f (x) = 0的正實根分別為 x1, x2, x3, L , xn, L，則 x10 - x9 = x100 - x99 [2 - 4]

A�� C�� D�� E��

14� 如圖，6個半徑為 1的小圓彼此相切，其圓心都在某一個正六邊形的頂

點上，則陰影區域的面積為何？ [2 - 1]

6 3 - 2p

15� 設 0 £ x £ 6p，則方程式 sin x = 1
2
的所有解之和為何？ [2 - 2]

15p



 

2

第 2章　綜合練習 131

16� 如右圖， AB
�為直徑， P、Q在圓周上且 AP

�
= 7， AQ
�

= 20，試求

sinÐPAQ與 PQ
�。 [2 - 3]

117
125

； 117
5

17� 試求 cos p
7

cos 2p
7

cos 4p
7
。 [2 - 3]

- 1
8

18� 若 x為任意實數，則 f (x) = 6sin2 x + 4sin xcos x + 3的最大值為何？又此時 sin 4x之值為

何？ [2 - 4]

6 + 13； - 12
13

19� 設計師為天文館設計以不銹鋼片製成的月亮形狀，其中有一款設

計圖如右圖所示：圖中，圓弧 QRT 是一個以 O點為圓心、QT
�為

直徑的半圓，QT
�

= 2 3。圓弧 QST 的圓心在 P點，PQ
�

= PT
�

= 2。

圓弧 QRT 與圓弧 QST 所圍出的塗色區域 QRTSQ即為某一天所

見的月亮形狀。設此塗色區域的面積為 ap + b，其中 p為圓周

率，a為有理數，b為整數，則 a = （化為最簡分數），

b = 。 【109學測】
1
6
；3

20� 試問共有幾個角度 q滿足 0° < q < 180°，且 cos(3q - 60°), cos 3q, cos(3q + 60°)依序成一個

等差數列？

A�� 1個　 B�� 2個　 C�� 3個　D�� 4個　 E�� 5個 【107學測】
C��
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21� 試問在 0 £ x £ 2p的範圍中，y = 3sin x的函數圖形與 y = 2sin 2x的函數圖形有幾個交點？

A�� 2個交點　 B�� 3個交點　 C�� 4個交點　D�� 5個交點　 E�� 6個交點 【106數甲】
D��

22� 有一時鐘的時針長度為 5公分，分針長度為 8公分。假設時針針尖每分鐘所移動的弧長都

相等。

1�� 試求時針針尖每分鐘所移動的弧長。

2�� 已知時針針尖與分針針尖距離為 7公分，求時針和分針所夾的角度。

3�� 試問在六點與六點半之間，時針針尖與分針針尖的距離最接近 7公分是在六點幾分（取

至最接近的整數分鐘）？ 【104數甲】

1�� p
72
公分　 2�� 60°　 3�� 6點 22分

23� 設 0 £ q < 2p，且方程式 x2 - a = 0之兩根恰為 sin q與 cos q。請選出正確的選項。

A�� tan q = 1　 B�� sin(q + p
4

) = 0　 C�� sin 2q = -1　D�� a = 1
2
　 E�� 滿足題設的 q只有一個

【101數甲】
B�� C�� D��
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一、多選題（每題 7分）
（ CE ） 1� 下列哪些不等式成立？

A�� sinp > sinp°　 B�� cosp > cosp°　 C�� cosp° > sinp°　D�� tanp > tanp°　

E�� sin 3
2

< 3 【108成功高中】

A�� ×：sinp = sin 180° = 0, sinp° » sin 3.14° > 0，∴sinp < sinp°

B�� ×：cosp = cos 180° = -1, cosp° » cos 3.14° > 0，∴cosp < cosp°

C�� ○：∵0° < p° < 45°，∴cosp° > sinp°

D�� ×：tanp = tan 180° = 0, tanp° » tan 3.14° > 0，∴tanp < tanp°

E�� ○：sin
3
2

£ 1 < 3

故選 C�� E��

（ ABDE ） 2� 遊樂中心有一直徑 36公尺的圓形摩天輪，中心軸

距地面高 21公尺，運轉一圈需費時 15分鐘，當摩

天輪剛開始要運轉時，小明恰坐在離地面最近的位
置上，則下列哪些選項正確？

A�� 轉 5分鐘後，小明繞圓心旋轉 2p
3
弧度

B�� 轉 5分鐘後，小明共繞行 12p公尺

C�� 轉 5分鐘後，小明離地面約 26公尺

D�� 轉 x分鐘後，小明離地面高度可表示成 y = 21 - 18cos( 2p
15

x)公尺

E�� 轉 x分鐘後，小明離地面高度可表示成 y = 21 + 18sin( 2p
15

x - p
2

)公尺

【107建國中學】

A�� ○：∵運轉一圈需費時 15分鐘，∴轉 5分鐘後，小明繞圓心旋轉 2p ´ 5
15

= 2p
3
弧度

B�� ○：如圖，∵ÐAOB = 2p
3
，∴AB = 18 ´ 2p

3
= 12p，即小明共繞行 12p公尺

C�� ×：承B��，小明離地面高度為OC
�

+OH
�

=21+18´ cos(p- 2p
3

)=21+18´ 1
2
=30公尺

D�� E�� ○：轉 x分鐘後，小明繞圓心旋轉 2p ´ x
15

= 2p
15

x弧度

又當 p
2
£ 2p
15

x £ 3p
2
時，即 15

4
£ x £ 45

4
時，cos(p - 2p

15
x) = -cos( 2p

15
x) ³ 0

因此，小明離地面的高度可表示成

y = 21 + 18cos(p - 2p
15

x) = 21 - 18cos( 2p
15

x) = 21 - 18sin( p
2
- 2p
15

x) = 21 + 18sin( 2p
15

x - p
2

)公尺

故選A�� B�� D�� E��
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（ BCE ） 3� 下圖是函數 y = bcosax + c 的

部分圖形，其中 a > 0，則下列

哪些選項是正確的？

A�� 週期為 3p
2
　

B�� a = 2
3
　

C�� b = 3　

D�� c = 4　

E�� 點 ( p
2

, 5
2

)在圖形上 【108台中一中】

由圖形可知，函數 y = bcosax + c圖形的最高點為 A(0, 4)、最低點為 B( 3p
2

, -2)

A�� × B�� ○：∵函數圖形的週期為 2 ´ ( 3p
2

- 0) = 3p

∴ 2p
a = 3pÞ a = 2

3

C�� ○：振幅 b =
4 - (-2)

2
= 3

D�� ×：c = 4 - 3 = 1

E�� ○：由 B�� C�� D��可知，函數 y = 3cos( 2
3
x) + 1

∵點 ( p
2

, 5
2

)代入 y = 3cos( 2
3
x) + 1得 5

2
= 3cos( 2

3
´ p

2
) + 1 = 3cos p

3
+ 1 = 3 ´ 1

2
+ 1

∴點 ( p
2

, 5
2

)在圖形上

故選 B�� C�� E��
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（ ADE ） 4� 關於 f (x) = sin x
2
與 g(x) = sin x

2
- cos x

2
兩個週期函數，下列敘述哪些

正確？

A�� f (x)與 g(x)的週期相同

B�� y = f (x)的圖形向右平移 p
4
可得 y = g(x)

C�� y = f (x)的圖形對稱於 x = p
2

D�� 方程式 f (x) = 1
4p

x恰有 3個相異實根

E�� 方程式 g(x) = 2 有無限多解 【107北一女中】

g(x) = sin x
2
- cos x

2
= 2 ( 1

2
sin x

2
- 1

2
cos x

2
) = 2 (sin x

2
cos p

4
- cos x

2
sin p

4
) = 2 sin( x

2
- p

4
)

A�� ○： f (x) = sin x
2
的週期 = 2p

1
2

= 4p

g(x) = 2 sin( x
2
- p

4
)的週期 = 2p

1
2

= 4p

∴ f (x)與 g(x)的週期相同

B�� ×：y = f (x)的圖形向右平移 p
4
可得 y = sin 1

2
(x - p

4
) = sin( x

2
- p

8
)與 g(x) = 2 sin( x

2
- p

4
)不同

C�� ×：y = f (x) = sin x
2
的圖形如下：

由圖形可知，y = f (x)的圖形對稱於 x = kp，k為整數

D�� ○：由圖形可知，y = f (x) = sin x
2
的圖形與直線 y = 1

4p
x有 3個相異交點

因此，方程式 f (x) = 1
4p

x恰有 3個相異實根

E�� ○：g(x) = 2 sin( x
2
- p

4
) = 2 Þ sin( x

2
- p

4
) = 1

Þ x
2
- p

4
= 4k + 1

2
p, k為整數

∴x = (4k + 3
2

)p, k為整數，有無限多解

故選A�� D�� E��
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（ CD ） 5� 設 k為實數，且方程式 2sin x + cos x = k在 0 £ x £ p
2
的範圍內有兩個相

異的實數解。下列各數中，請選出 k值的可能選項。

A�� 1　 B�� 3
2
　 C�� 2　D�� p + 1　 E�� 5 【108台中一中】

令 y = 2sin x + cos x

= 5 ( 2

5
sin x + 1

5
cos x)

= 5 (sin xcos q + cos x sin q)，其中 q是一個銳角且 cos q = 2

5
, sin q = 1

5

= 5 sin(x + q)

∵0 £ x £ p
2
，∴q £ x + q £ p

2
+ q

又當 x = 0時，y = 5 sin(0 + q) = 5 ´ 1

5
= 1

當 x = p
2
時，y = 5 sin( p

2
+ q) = 5 cos q = 5 ´ 2

5
= 2

因此，在 0 £ x £ p
2
的範圍內，y = 2sin x + cos x = 5 sin(x + q)的圖形如下：

由上圖可知，在 0 £ x £ p
2
的範圍內，當 2 £ k < 5 時，y = 2sin x + cos x的圖形與水平線 y = k有相異兩

個交點，即方程式 2sin x + cos x = k有兩個相異的實數解

又 p + 1 » 4.14

故選 C�� D��

二、填充題（每格 5分）

6� 已知一扇形面積為 16平方公分，且弧長為 4公分，則此扇形的圓心角為 1
2

弳。

【108高師大附中】
設此扇形的半徑為 r公分，圓心角為 q弳

依題意可得
1
2
r2q = 16LL 1

rq = 4LL 2

ì

í

î

ï

ï

2
2

1
得 q

1
2

= 1Þ q = 1
2

即所求圓心角為 1
2
弳
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7� 試求 sin 28°cos 107° - sin 287°sin 62°之值為 2
2

。 【108高師大附中】

sin 28°cos 107° - sin 287°sin 62°
= sin 28°cos(90° + 17°) - sin(270° + 17°)sin(90° - 28°)
= sin 28° ´ (-sin 17°) - (-cos 17°) ´ cos 28°
= cos 28° ´ cos 17° - sin 28° ´ sin 17°

= cos(28° + 17°) = cos 45° = 2
2

8� 設 a, b分別為第一、四象限角，且 cosa = 5
13

, sin b = - 4
5
，則 a - b為第 二 象限角。

【108成功高中】

∵a為第一象限角且 cosa = 5
13
，∴sina = 12

13

∵b為第四象限角且 sin b = - 4
5
，∴cos b = 3

5

又 sin(a - b) = sinacos b - cosasin b = 12
13

´ 3
5
- 5
13

´ (- 4
5

) = 56
65

> 0

cos(a - b) = cosacos b + sinasin b = 5
13

´ 3
5
+ 12
13

´ (- 4
5

) = - 33
65

< 0

因此，a - b為第二象限角

9� 已知VABC 的三內角滿足 2sinBsinC - cos A = 1，則

1�� VABC 為何種三角形？答： VABC 為 AC
�

= AB
�的等腰三角形 。（註：若為等腰三

角形，答案須填寫是哪兩邊相等的等腰三角形，如 DE
�

= DF
�的等腰三角形；若為直角

三角形，則須填寫是哪一角為直角的直角三角形，如 ÐD = 90°的直角三角形）

2�� 承 1��，若此三角形還滿足 2sinC sin A - cosB = 0，則 ÐA =
2p
3

。

【107高雄中學】

1�� 2sinBsinC - cos A = 1

Þ 2sinBsinC - cos[p - (B + C )] = 1Þ 2sinBsinC + cos(B + C ) = 1

Þ 2sinBsinC + (cosBcosC - sinBsinC ) = 1Þ cosBcosC + sinBsinC = 1

Þ cos(B - C ) = 1

∴ÐB -ÐC = 0ÞÐB =ÐC

因此，VABC 為 AC
�

= AB
�的等腰三角形

2�� 由 1��與 2sinC sin A - cosB = 0可知 cos(A - C ) = 0

ÞÐA -ÐC = p
2
或 - p

2
（不合，∵若 ÐA -ÐC = - p

2
ÞÐC =ÐA + p

2
，則 ÐB與 ÐC 均為鈍角）

∴ÐC =ÐA - p
2

又 p =ÐA +ÐB +ÐC =ÐA + 2 ´ (ÐA - p
2

) = 3ÐA - p

因此，ÐA = 2p
3
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10� 將三個大小相同的正方形排成一列，如圖所示，試

求 ÐAPD = 135° 。 【106武陵高中】

不妨假設每個正方形的邊長都是 1

則 tana = 1
2

, tan b = 1
3

Þ tanÐAPD = tan[180° - (a + b)] = - tan(a + b)

= -
tana + tan b
1 - tana tan b

= -

1
2
+ 1

3

1 - 1
2
´ 1

3

= -1

∴ÐAPD = 135°

11� 設 p
2
< a < p, 9p

4
< b < 15p

4
，且 tana - tan b + tana tan b = -1，若 b = a + q，則

q = 9p
4

。（請以弧度量表示） 【107高雄中學】

∵ p
2
< a < p, 9p

4
< b < 15p

4
，∴ 5p

4
< b - a < 13p

4
，即 5p

4
< q < 13p

4
又 tana - tan b + tana tan b = -1Þ 1 + tana tan b = tan b - tana

∵tan q = tan(b - a) =
tan b - tana
1 + tan b tana

= 1

∴q = 9p
4

12� 在VABC 中，ÐA, ÐB, ÐC 的對邊長分別為 a, b, c，且 2 3 sin2 A
2
+ sin A - 3 = 0，求

ÐA =
p
3

。 【108台中一中】

2 3 sin2 A
2
+ sin A - 3 = 0Þ 2 3 ´ 1 - cos A

2
+ sin A - 3 = 0

Þ sin A = 3 cos AÞ sin A
cos A

= 3 Þ tan A = 3，∴ÐA = p
3
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13� 設 q為第三象限角，且 tan q = 3
4
，則 tan 2q + tan q

2
的值為 3

7
。 【106台南女中】

∵q為第三象限角，且 tan q = 3
4
，∴sin q = - 3

5
, cos q = - 4

5

tan 2q = 2 tan q
1 - tan2 q

=
2 ´ 3

4

1 - ( 3
4

)2
= 24

7

又 180° + 360° ´ k < q < 270° + 360° ´ k, k為整數Þ 90° + 180° ´ k < q
2
< 135° + 180° ´ k, k為整數

1�� 當 k = 0時，90° < q
2
< 135°Þ q

2
為第二象限角

2�� 當 k = 1時，270° < q
2
< 315°Þ q

2
為第四象限角

由 1�� 2��可知，tan q
2
= - 1 - cos q

1 + cos q
= -

1 - (- 4
5

)

1 + (- 4
5

)
= -3

因此，tan 2q + tan q
2
= 24

7
+ (-3) = 3

7

14� 設 0 £ x < p，y = 2sin x - 2 3 cos x之最大值發生在 x =
5p
6

。 【107北一女中】

y = 2sin x - 2 3 cos x = 4( 1
2

sin x -
3
2

cos x) = 4(sin xcos p
3
- cos x sin p

3
) = 4sin(x - p

3
)

∵0 £ x < p，∴- p
3
£ x - p

3
< 2p

3

Þ -
3
2

£ sin(x - p
3

) £ 1

因此，當 x - p
3
= p

2
時，即 x = 5p

6

y有最大值 = 4 ´ 1 = 4

15� 在 0 £ x £ p範圍內，設函數 y = 3cos x + 4sin x + 5之最小值為m，最大值為 M，則數對

(m, M ) = (2, 10) 。 【107台中女中】
y = 3cos x + 4sin x + 5

= 5( 3
5

cos x + 4
5

sin x) + 5

= 5(cos x sin q + sin xcos q) + 5，其中 sin q = 3
5

, cos q = 4
5

(q » 37°)

= 5sin(x + q) + 5

∵0 £ x £ p，∴q £ x + q £ p + q

因此，當 x + q = p
2
時，y有最大值 M = 5 ´ 1 + 5 = 10

當 x + q = p + q時，即 x = p

y有最小值m = 5sin(p + q) + 5 = 5 ´ (-sin q) + 5 = 5 ´ (- 3
5

) + 5 = 2

故數對 (m, M ) = (2, 10)
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16� 已知 0 £ x £ 4p，求方程式 4sin( p
6
+ x) - 4cos x = 1之所有實根總和為 20p

3
。

【107台中女中】

4sin( p
6
+ x) - 4cos x = 1Þ 4(sin p

6
cos x + cos p

6
sin x) - 4cos x = 1

Þ 4( 1
2

cos x +
3
2

sin x) - 4cos x = 1Þ 3
2

sin x - 1
2

cos x = 1
4

Þ sin xcos p
6
- cos x sin p

6
= 1

4
Þ sin(x - p

6
) = 1

4

sin(x - p
6

) = 1
4
的實根即 y = sin(x - p

6
)的圖形與水平線 y = 1

4
交點的 x坐標

由圖形可知，y = sin(x - p
6

)的圖形與水平線 y = 1
4
交於 A(x1, 

1
4

), B(x2, 
1
4

), C(x3, 
1
4

), D(x4, 
1
4

)四點

且 A, B對稱於 x = 4p
6
，∴ x1 + x2

2
= 4p

6
Þ x1 + x2 =

4p
3

C, D對稱於 x = 16p
6
，∴ x3 + x4

2
= 16p

6
Þ x3 + x4 =

16p
3

因此，所求 = x1 + x2 + x3 + x4 =
4p
3

+ 16p
3

= 20p
3

17� 如圖，有一個 L型直角渠道，其寬度分別為 10 3 公尺及 10公

尺，今要在外側的兩邊上各取一點 A與 C 圍成一個養殖場，使

得 AC
�通過頂點 B且 ÐOAC = 40°，求 AC

�的長 = 40 公尺。

【107建國中學】

如圖，AP
�

= 10 3 = AB
�

´ sin 40°Þ AB
�

=
10 3
sin 40°

CQ
�

= 10 = BC
�

´ cos 40°Þ BC
�

= 10
cos 40°

AC
�

= AB
�

+ BC
�

=
10 3
sin 40°

+ 10
cos 40°

=
10 3 cos 40° + 10sin 40°

sin 40°cos 40°

=
20(

3
2

cos 40° + 1
2

sin 40°)

1
2
´ (2sin 40°cos 40°)

=
20(sin 60°cos 40° + cos 60°sin 40°)

1
2

sin 80°

= 20sin 100°
1
2

sin 80°
= 40


