
談笑間使你成為解題高手 -1- 彈指時讓你輕鬆技壓群雄

        數列與級數【基礎篇】

【主題 1】數列的表示 配合課本內容 1-1.1

焦點 1. 數列

將一些實數依序排成一列，形如 a1，a2，……，an，……，

即形成一數列，以符號〈an〉表示。其中 a1稱為第一項（首項）

，a2稱為第二項，……，依此類推，an稱為第 n 項，又稱為

一般項。

【範例 1】數列 na 的意義

(1) 試寫出數列 3 2n  的前五項。 

(2) 試寫出數列
24 ( )
3

n  的前五項。

(3) 設數列 na 的一般項為
( 3)

2n
n na 

 ， n N ，試寫出

    此數列的前五項。

解：(1) 1，4，7，10，13

    (2) 
8 16 32 64 128
3 9 27 81 243
， ， ， ，    

    (3) -1，-1，0，2，5

NOTE---------------------------------------------
------------------------------------------------------
------------------------------------------------------
------------------------------------------------------
------------------------------------------------------
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焦點 2. 數列一般項

【口訣】 等差成倍(加減調整)。  
         等比成次(乘除調整)。
         乘除分別。

【範例 1】等差數列與等比數列的一般項

依下列各數列an之規則,求下列各數列之一般項 na
(1) 5，8，11，14，17，⋯
(2) 6，12，24，48，⋯
(3) 2，-2，2，-2，⋯
(4) (1 × 2)，(2 × 3)，(3 × 4)，⋯
(5) (2 × 4)，(4 × 7)，(8 × 10),⋯

(6) 
5 10 20 40

- ， ，- ， ，
3 5 7 9



解：(1) 3 2na n  ， n N        (2) 3 2n
na   ， n N    

    (3) 12 ( 1)n
na    ， n N     (4) ( 1)na n n   ， n N

    (5) 2 (3 1)n
na n   ， n N  

    (6) 
( 1)

5 2 5 22 ( 1)
2 1 2 1

( - 1)

n
n

n n
na

n n

 
    

 
， n N

NOTE---------------------------------------------
------------------------------------------------------
------------------------------------------------------
------------------------------------------------------
------------------------------------------------------
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【範例 3】以級數 nS 求 na

已知級數 2
1 2 3n nS a a a n     ，求

(1) 此數列從第 5 項到第 20 項的和。

(2) 1nS  =______  ( 2n  )

(3) ka =______， 5a =______。

  key： 1 1

1

1
2

當 ，

當 ， n n n

n a S
n a S S 

 
   

 

解：(1) 2 2
20 4 3 20 3 4 1152S S     -   

    (2) 2
1 3 ( 1) 2nS n n    ，    

    (3) 2 2
1 3 3( 1) 6 3 ( )k k ka S k k k k N       S   ；    

        5 6 5 3 27a    

【範例 4】以級數 nS 求 na

已知級數 1 2 3 4n nS a a a n      ，求

(1) 此數列從第 11 項到第 20 項的和。

(2) ka =______， 5a =______。

解：(1) 20 10 (3 20 4) (3 10 4) 64 34 30S S         

    (2) 1

1

1
2 3

當 ， 7

當 ， k k k

k a
k a S S 

 
    

   ，  5 3a 
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【主題 2】等差數列【A.P】與等比數列【G.P】
焦點 1. 等差數列【A.P】
 (1)一數列若後項減前項的差為固定數，則稱此數列為等差數列，

此固定數稱為其公差。

(2)設數列 <𝑎𝑛>成等差，公差為 d 則：

    1 1 2 2 1n n n nd a a a a a a        

    1 ( 1) ( )n ka a n d a n k d      ， n ka ad
n k






    a b c，， 成等差 2b a c  ；
2

a cb 


    在 a b， 內插入 n 個數使其成等差數列則：
( 2) 1

b ad
n




 
焦點 2. 等比數列【G.P】
(1)一數列若後項除以前項的比為固定數，則稱此數列為等比數列，

此固定數稱為其公比。※ 1 0a 
(2) 設數列<𝑎𝑛>成等比，公比為 r：

    1 2

1 2 1

n n

n n

a a ar
a a a



 

    。

    1
1

n n k
n ka a r a r     。 

    a b c，， 成等比 2b a c  ；b a c  

    在 a b， 內插入 n 個數使其成等比數列則： ( 2) 1n br
a

  

    0a b ， 
2

a b a b
  【等號成立則 a b 】
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【範例 1】等差數列與等比數列的一般項

設 4，7，10，13，為一等差數列，則

(1) 第 12項為 _____。

(2) 一般項 na 為 ______。

(3) 若 88na  ，則 n =_____。

解：

(1) 1 124 3  4 (12 1) 3 37a d a      ， ，

(2) 4 ( 1)3 3 1na n n     ， n N   
(3) 88 3 1 29n n   ，

【範例 2】等差數列與等比數列的一般項

設
5 5 5 5
27 9 3

， ， ， ，  為一等比數列，則

(1) 第 6項為 _____。

(2) 一般項 na 為 ______。

(3) 若 3645na   ，則 n =_____。

解：

6 1 5
1 6

5 5 5 5 5(1) 3   ( 3) ( 3) 45
27 9 27 27 27

a r a 
            ，

1

1 3 1 1 4

5(2) ( 3)
27

( 1) 5 (3) (3) ( 1) 5 3

n
n

n n n n

a

n N



    

  

         ，

 

1 -1

6 3 1

5(3) 3645 ( 3) 729 27 ( 3)
27

( 3) ( 3) 10

n n

n n



 

       

    

，

，
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【範例 3】等差數列

一等差數列 10 23a  ， 25 22a   則

(1) 1a  ______， d ______。

(2) 40a _______。
(3) 從第幾項開始為負？

解：(1) 1 1

1

9 23 50
24 22 3

a d a
a d d

   
     

 

    (2) 40 50 (40 1) ( 3) 67a     - -   

    (3) 
50 20 50 ( 1) ( 3) 0 1 16
3 3

18

ka k k

k

      

 

設   - -   -

        
第 18項始為負。

【範例 4】等差數列

一等差數列共有 19項，若其正中央三項的和為 45，末三項的和為

165，則第 12項為 ______。

解：

9 10 11 1 1

17 18 19 1

12

45 3 27 45 30
165 3 51 165 5

30 11 5 25

a a a a d a
a a a a d d

a

        
         

    
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【範例 5】等差數列

已知數列 na 是等差數列，則下列何者也是等差數列？ (多選)

(A) 3 5n nf a n        (B) 
1
3n nc a     

(C) n nd a           (D) 
1

n
n

e
a

     

(E) 3 5n nf a   

解：(A) ○  (B) ○  (C) Ⅹ  (D) Ⅹ  (E) ○

【範例 6】等比數列

一等比數列 na ， 3
1
2

a  ， 5 2a  ，且 0r  ，則 6a  _______。

解：

  

2
1

4 1
1

5
6

1 2 (2 )
2 1
2 8

1 ( 2) 4
8

ra r
aa r

a

     
   

    

不合

【範例 7】等比數列

一等比數列 na ，若 2 4 10a a  ， 3 5
10
3

a a  ，

則 1a  ______， r  ______。

解：
3 2

1 1 1

2 4 2 2
1 1 1

1

110 (1 ) 10
310 10(1 ) 273 3

a r a r a r r r
a r a r a r r a

             
         
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【範例 8】等比數列

設數列 na 與 nb 都是等比數列，則下列何者也是等比數列？

(A) n na b        (B) 2( )na      (C) 2 na    

(D) n na b        (E) n na b  

解：(A) ○  (B) ○  (C) Ⅹ  (D) Ⅹ  (E) ○

【範例 9】插入 n 個數

在 2 與16之間插入5個數，使其成為等差數列，求

(1) 此數列的公差。

(2) 插入的第 3 個數是多少。

解：

  
1 1

1

4 1

2       2
6 16 3   

3 2 9 7

a a
a d d

a a d

    
   

     

 

【範例 10】插入 n 個數

在3與3072之間插入9個數，使其成為等比數列，求插入的第 4 個

數是多少。  
解：

   1 10
10

11 1

3                      
   1024  2

3072
a

r r
a a r


       

  
4

5
4

5

(1) 2 3 2 48

(2) 2 3 ( 2) 48

r a

r a

    

      
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【範例 11】三數成等差

三數成等差數列，其和是 15，積是 80，求此三數。

解：

( ) ( ) 15 5
( ) ( ) 80 3

2  5  8  8  5  2 

a d a a d

a d a a d a
a d a a d d

 

      
       

設三數為 、 、

此三數為 、 、 或 、 、 。

【範例 12】三數成等比

三數成等比數列，其和是 39，積是 1000，求此三數。

解：

3

1 39139 1( 1 ) 39
10

1000 101000

5 2
2 5

10
5(1) 4  10  25 
2
2(2) 25  10  4
5

a a ar
r

a a ar ra rr rr
a a aa ar
r

r or

a

r

r

              
       

  
 





設三數為 、 、

時，此三數為 、 、

時，此三數為 、 、



談笑間使你成為解題高手 -10- 彈指時讓你輕鬆技壓群雄

【範例 13】等差與等比

設三數成等差數列，其和是 15，若第一數不變，第二數減 1，第

三數加 7，則所得三數成等比數列，求原三數。

解：

( ) ( ) 15 5 5
1 7 4 12 4 11

1 5 4
16  5  6  1  5  9 

a d a a d

a d a a d a a
a a d d d or
a d a d

 

                     


設三數為 、 、

此三數為 、 、 或 、 、 。
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【主題 3】遞迴數列

1.遞迴數列的定義：

一般而言，若一數列的後項，可以根據其前項之某種規則而推得，

這樣的數列就稱為遞迴數列。而一開始給定的值稱為初始值。

2.等差數列的遞迴定義式：
1

1 2 為常數n n

a a
a a d n d


  －

＝

＝ ＋ ， ，
。

3.等比數列的遞迴定義式：
1

1

0
2 0為常數n n

a a a
a r a n r r


    －

＝ （ ）

＝ ， ， ，
。

4.遞迴定義式：我們可利用







 Nnafa
aa

nn ,)(1

1 的方式來定義一數

列  na ，此種定義方式稱為遞迴定義式。

【範例 1】遞迴數列的定義

寫出下列遞迴數列的前五項

(1) 1

1

5
9 2，n n

a
a a n


   

  (2) 1

1

4
3 2，n n

a
a a n


   

(3) 
1

1

4
23 2，n
n

a

a n
a 



   

。

解：(1) 5，14，23，32，41   

    (2) 4，12，36，108，324

    (3)
 

5 11 23 474
2 5 11 23

， ， ， ，      
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【範例 2】遞迴數列的定義

寫出下列遞迴數列的前五項

(1) 1
2

1

1
2 2，n n

a
a a n n


   

  (2) 1

1

4
2 3 2，n n

a
a a n n


   

(3) 1 2

1 2

2 3
3

，

，n n n

a a
a a a n 

 
   

。

解：(1) 1，9，27，59，109   

    (2) 4，14，37，86，187

    (3) 2，3，5，8，13

【範例 3】遞迴數列

設數列an滿足 a1  1 且 1

1

4
3

n
n

n

aa
a









﹐n  2﹐求出 a2﹐a3之值﹐

並推測 an（以 n 表示）。

解：

1
2

1

4 4 1 3
3 3 1 2

aa
a

 
  

 
，

 

2
3

2

344 52
33 33
2

aa
a


  

 
，

2 1
n

na
n




1a 也滿足 na 之結構，故無需另表之。

【範例 4】遞迴數列

數列<an>滿足 a1 = 4， 1
1

1n
n

a
a 


，n 為正整數，則下列哪些選項

的值也是 4？　

(A) a2016　(B) a2017　(C) a2018　(D) a2019　(E) a2020　
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解：

1 2 3
1 2

1 1 1 1 1 34      11 1 4 3 1 41
3

a a a
a a

       
   

， ，

4
3

1 1 431 1
4

a
a

  
 

  故每 3 項一循環

2017 2020 1  4a a a   

Ans ：(B)(E)

【範例 5】遞迴數列

設數列an中滿足 a1  2 且 an  1  2 
1

na
﹐ n為正整數﹐由此可推

得下列何者為真？　(1) 2
3
2

a  　(2) 3
4
3

a  　(3) 4
5
4

a  　(4)

100
11

100
a  　(5) 1

n
na

n


 ﹒

解：

1 2 3 4
1 3 2 4 3 52   2    2    2
2 2 3 3 4 4

a a a a         ， ， ，

1
n

na
n


     Ans ：(1)(2)(3)(4)(5)

解：(1)(2)(3)(4)(5)
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【範例 6】遞迴數列應用

如圖﹐將所有的正整數依序排列：第一列為 1﹐

第二列為 2﹐3﹐第三列為 4﹐5﹐6﹐以此類推﹒

設 an為第 n 列中最右邊的數字﹒

(1)寫出數列an的遞迴關係式﹒

(2)求 a7﹒

解：(1) 1

1

1
2n n

a
a a n n


    （ ）

  

    (2) 7 1 2 3 7 28a      

【範例 7】遞迴數列應用

用黑、白兩種顏色的正六邊形地磚拼成若干徒形，其個數如以下

的規律依次遞增：

       
設第 n 個圖需用到 na 塊白色地磚，則：

(1) 試求 1 2 3 4， ， ，a a a a 。     (2) 設 2n  ，求出 na 與 1na  之

間的關係。

(3) 寫出數列 na 的遞迴式。  (4) 試求一般項 na 。

2 3

1

5 64

8 97 10
…
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解：(1) 1 2 3 46 10 14 18， ， ，a a a a   
    (2) 1 4 2，n na a n  

    (3) 1

1

6
4 2，n n

a
a a n


   

    

    (4) 4 2，na n n N  

【範例 8】遞迴數列

設數列 na 的遞迴關係式為 1

1

1
3 ( 2)n n

a
a a n


   

，試回答下列問

題：(1)利用遞迴關係式，求 100a 的值。

    (2)試求數列 na 的一般項（以 n表示）。

解

(1)分別以 2 , 3 , 4 , ,100n  

代入遞迴關係式得

2 1 3a a 

3 2 3a a 

4 3 3a a 

 

100 99 3a a 
將上述 99 個等式累加，並消去等號兩邊

共同項後得 100 1 3 99 1 297 298a a     

(2)仿照(1)的做法，分別以

2 , 3 , 4 , ,n k 

代入遞迴關係式得

  2 1 3a a 

3 2 3a a 
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4 3 3a a 

 

1 3k ka a  
將上述 1k  個等式累加，並消去等號兩邊

共同項後得 1 3 ( 1)ka a k   
1 3 3 3 2 ( 2)k k k     

檢驗 1k  時 1 3 1 2 1a     亦成立

故數列的一般項 3 2na n 
對於 1n  皆成立

【範例 9】遞迴數列

設數列 na 的遞迴關係式為
1

1

6
2  ( 2)n n

a
na a n

n 





  

。

試利用遞迴關係式，求數列 na 的一般項。（以 n 表示）

解：重複利用遞迴關係式得

2 1
4
2

a a 

3 2
5
3

a a 

4 3
6
4

a a 

5 4
7
5

a a 

 

1
2

n n
na a

n 


 
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將上述 1n  個等式累乘

並消去等號兩邊的共同項後得

1
( 1)( 2) ( 1)( 2) ( 2 )

2 3n
n na a n n n 

     


檢驗 1n  時 1 2 3 6a    亦成立

故數列的一般項 ( 1)( 2)na n n  
對於 1n  皆成立

【範例 10】群數列

將所有正奇數由小而大分成下列各組：(1)，(3，5)，(7，9，

11)，

(1) 第 10組(第 10個括號)內的第一個數為______。

(2) 第 10組內，全體數字的總和為______。

(3) 2021所在的組數為______。

解：(1) 91  (2) 1000  (3) 第 45組

解：

1             1     1        1
3,5          2     2        3
7,9,11     3     3        6

                         1+2+ +
          9      9      

k k k
   





群 項 總項數

 45
          10    10     55

   

46

46 47 55

    2 1
(1) 2 46 1 91
(2)
    91 93 109

10 (91 109)     1000
2

(3) 2021 2 1  1011
     1 2 3 1011 

( 1)     1011  
2

     45

na n
a
a a a

n n
k

k k

k

 
   
  

   
 

 

   
    


 









取
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【範例 11】群數列

數列 
1 2 1 3 2 1 4 3 2 1
1 1 2 1 2 3 1 2 3 4
， ， ， ， ， ， ， ， ， ，，則 

(1) 
13
25

是數列的第______項。  (2) 第 100項是______。

ANS：(1) 691 項  (2) 6
9

 

解： 

1
1
2 1
1 2
3 2 1
1 2 3
4 3 2 1
1 2 3 4



群   項 總項數 數字和

               1    1     1       2

，            2     2     3       3

， ，        3    3     6       4

， ， ，    4    4     10      5

(1) 13+25=38  故為第37群第25項

   36
36(1 36)25 25 691

2
n S 

    

(2) 
(1 ) 100 ( 1) 200 14( )

2
k k k k k

     取 群

   
13(1 13)100 9

2


    100a 為第14群第9項,數字和15

   100
6
9

a 
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【主題 3】數學歸納法

1. 數學歸納法原理：設  ,,,, 21 nPPP 表與自然數 n 有關之一系列

   命題，若其滿足下列兩點：

  (1) 1P 為真。

  (2)對任意 k ，假設 kP 成立，可推得 1kP 亦成立。

     則對所有的自然數 n ， nP 恆成立。

2.數學歸納法的證明方式：

    (1) 檢驗 1n  時原式成立。

    (2) 設 n k 時原式成立，導出 1n k  亦成立。

    (3) 由數學歸納法可知，對所有自然數，原式都成立。

【範例 1】數學歸納法(等式型)

試利用數學歸納法證明：13  23  33  …  n3 
4

)1( 22 nn
，n  N。

解(1) 13  1 
4

)11(1 22 
　∴　n  1 時，原式成立

(2)假設 n  k 時，原式成立，

亦即 13  23  33  …  k3 
4

)1( 22 kk

   1n k  時

   13  23  33  …  k3  (k  1)3 

 
4

)1( 22 kk
 (k  1)3 

4
)44()1( 22  kkk


4

)2()1( 22  kk

   ∴ n  k  1 時，原式也成立

(3) 由數學歸納法可知，對所有自然數 n ，原式恆成立。
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【範例 2】數學歸納法(等式型)

用數學歸納法證明﹕
( 1)( 2)1 2 2 3 3 4 ( 1)

3
n n nn n  

        

對所有的正整數 n 都成立﹒

解：

1 2 3(1) 1  1 (1+1)=  
3

n  
 時 ，原式成立。

(2)    n k假設 時 ，原式成立。

( 1)( 2) 1 2 2 3 ( 1)
3

k k kk k  
      即

      1  n k 當 時

  

1 2 2 3 ( 1)+( 1)( 2)
( 1)( 2) ( 1)( 2) 3( 1)( 2)( 1)( 2)

3 3
( 1)( 2)(+3)

3
1 

k k k k
k k k k

n k

k k k kk k

k k

       
      

    











時，原式也成立

(3) 由數學歸納法可知，對所有自然數 n，原式恆成立。

【範例 3】數學歸納法(倍數型)

若 n 為自然數，則 10n  1  9n  10 恆可被 81 整除，試證之。

解

(1) n  1 時，10n  1  9n  10  100  9  10  81 可被 81 整除，

  故 n  1 時，命題成立

(2) 設 n  k 時命題成立，即 10k  1  9k  10  81q，qN
   則 n  k  1 時，

   10n  1  9n  10  10k  2  9(k  1)  10  10．10k  1  9k  19 
    10(10k  1  9k  10)  9k  19  90k  100
    10(10k  1  9k  10)  81k  81  10．81q  81k  81 
    81(10q  k  1)可被 81 整除
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  故 n  k  1 時，命題成立

由數學歸納法得證，nN 時，10n  1  9n  10 恆可被 81 整除﹒

【範例 4】數學歸納法(倍數型)

對任一正整數 n﹐42n  1  3n  2恆為某一質數 p 的倍數﹐

(1)試推測此質數 p﹒ 
(2)請用數學歸納法證明你的推測是正確的﹒

解

 (1)當 n  1 時﹐42  1  31  2  91﹒

  又當 n  2 時﹐422  1  32  2  1105﹒

  因為 91 和 1105 的最大公因數為 13﹐

  所以我們猜測此質數為 13﹒

(2) 當 n  1 時﹐42  1  31  2  91﹐是 13 的倍數﹒

   設 n  k 時猜測正確﹐即 ak  42k  1  3k  2  13q﹐

     其中 qN﹒

   當 n  k  1 時﹐

     ak  1  42(k  1)  1  3(k  1)  2  1642k  1  33k  2 
          16(42k  1  3k  2)  133k  2

          1613q  133k  2  13(16q  3k  2)
     也是 13 的倍數﹒

(3)故由數學歸納法可知﹕

   對於所有的正整數 n﹐42n  1  3n  2恆為質數 13 的倍數﹒


